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8arspUbs, Hm sghr o]odq vd rstcx sgd dwhrsdmbd ne fimhsd dmdqfx sq]udkhmf v]udr enq
sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm- Sghr oqnakdl g]r cdrdqudc ] kns ne ]ssdmshnm hm sgd
khsdq]stqd) ats sgd dwhrsdmbd ne rnktshnmr hm sgd vgnkd rtarnmhb q]mfd v]r ] rs]mchmf
nodm oqnakdl shkk sgd vnqj ne L]qhŕ hm 1/02- Gnvdudq) rtbg qdrtks hr u]khc nmkx hm
chldmrhnm 2 ]mc ghfgdq- Hm sghr o]odq vd fiqrs oqnud sgd dwhrsdmbd ne fimhsd dmdqfx
sq]udkhmf v]udr enq ]klnrs dudqx u]ktd ne sgd roddc hm sgd rtarnmhb q]mfd- Ntq
]qftldms vnqjr hcdmshb]kkx vdkk hm chldmrhnmr 1 ]mc 2-

Vhsg sghr qdrtks hm g]mc) ] bnlo]bsmdrr ]qftldms bntkc fikk sgd q]mfd ne ]clhrrhakd
roddcr- Vd ]qd ]akd sn cn rn hm chldmrhnm 2) qdbnudqhmf sgd ]enqdldmshnmdc qdrtks ax
L]qhŕ- Sgd ok]m]q b]rd stqmr nts sn ad lnqd hmsqhb]sd ]mc sgd bnlo]bsmdrr ]qftldms
vnqjr nmkx tmcdq ]m ]cchshnm]k ]rrtloshnm nm sgd unqsdw rds ne sgd ]ooqnwhl]shmf
rnktshnmr-

0- Gmspnctbshnm

Hm sghr o]odq vd ]qd bnmbdqmdc vhsg sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm

’0-0( h>sΨ ; ∆Ψ)Ψ
�
0� |Ψ|1


nm Nc · N

vgdm c ; 1 nq c ; 2- Nardqud sg]s sghr hr mn lnqd sg]m ] Mnmkhmd]q Rbgqñchmfdq Dpt],
shnm vhsg ] Fhmyatqf,J]mc]t onsdmsh]k- Sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm v]r oqnonrdc
hm 0850 ’Z2.+ 34[( sn lncdk ] pt]mstl rxrsdl ne anrnmr hm ] Anrd,Dhmrsdhm bnmcdmr]sd+
uh] ] G]qsqdd,Enbj ]ooqnwhl]shnm ’rdd ]krn Z2+ 5+ 24+ 25[(- Hs ]ood]qr ]krn hm nsgdq
bnmsdwsr rtbg ]r sgd rstcx ne c]qj rnkhsnmr hm mnmkhmd]q noshbr ’Z27+ 28[(-
Eqnl sgd onhms ne uhdv ne sgd cxm]lhbr+ sgd B]tbgx oqnakdl enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh

dpt]shnm v]r fiqrs rstchdc hm nmd ro]bd chldmrhnm ax Wghcjnu Z38[ ]mc hm chldmrhnm
c ; 1. 2 ax Ad̀sgtdk ]mc R]ts Z02[ ’rdd ]krn Z12+ 13+ 26[(- =s kd]rs enql]kkx+ dpt]shnm
’0-0( oqdrdmsr svn hmu]qh]msr+ m]ldkx9
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vgdqd }e. f〉 ; Qd’e(Qd’f( ) Hl’e(Hl’f(-

I- A- hr o]qsh]kkx rtoonqsdc ax Oqnidbs 1/05 Chm]lhb] ch dpt]yhnmh mnmkhmd]qh chrodqrhud ne ENM,
C:YHNMD CH R:QCDFM:- C- Q- g]r addm rtoonqsdc ax sgd EDCDQ,LHMDBN Fq]ms OFB1/07,
/85311,A,H//) ]mc ax I- :mc]ktbh] ’EPL,005(-

0
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Sghr o]odq hr enbtrdc nm sgd dwhrsdmbd ne sq]udkhmf v]ud rnktshnmr sn ’0-0(+ sg]s hr+
rnktshnmr hm sgd enql

’0-1( Ψ’w. s( ; ψ’w0 � as. zw(. zw ; ’w1 . . .wc( ∈ Nc�0.

vgdqd sgd o]q]ldsdq a ∈ N bg]q]bsdqhydr sgd roddc ne sgd sq]udkhmf v]ud- Uhsgnts ]mx
k]bj ne fdmdq]khsx vd vhkk bnmrhcdq a / . sgqntfgnts sgd o]odq- Ax sgd ]mr]sy ’0-1( sgd
dpt]shnm enq sgd oqnfikd ψ hr fhudm ax

’0-2( ha >u0ψ )∆ψ )
�
0� |ψ|1


ψ ; ..

Sgd rstcx ne fimhsd dmdqfx sq]udkhmf v]udr enq ’0-0( g]r ]krn hlokhb]shnmr hm sgd
chm]lhbr ne sgd dpt]shnm- Hm o]qshbtk]q+ sgdhq oqdrrdmbd hr ]m narsqtbshnm sn rb]ssdqhmf
ne rnktshnmr- Rb]ssdqhmf ne rl]kk dmdqfx rnktshnmr g]r addm oqnudc hm Z20+ 21[ enq c ; 2+
]mc rtbg qdrtks hr mns sqtd hm chldmrhnm c ; 1- Sghr k]ssdq e]bs l]x rddl rtqoqhrhmf enq
] cdenbtrhmf Rbgqñchmfdq dpt]shnm: sgd qd]rnm hr sg]s fimhsd dmdqfx rnktshnmr ne ’0-0( cn
mns u]mhrg ]s hmfimhsx-
Mnmsqhuh]k fimhsd dmdqfx sq]udkhmf v]udr hm chldmrhnm c ; 0 ]qd dwokhbhskx jmnvm+ ]mc

sgdx ]qd tmhptdkx fhudm ’to sn qns]shnm nq sq]mrk]shnm( ax sgd dwoqdrrhnm

ψS’w( ;
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he a ,
\
1- Hm sgd khsdq]stqd sgd etmbshnm ψ- hr b]kkdc ak]bj rnkhsnm vgdqd]r ψS ’a 6; .(

qdbdhudr sgd m]ld ne c]qj rnkhsnm- Sgdhq nqahs]k ]mc ]rxlosnshb rs]ahkhsx g]r addm
rstchdc+ rdd Z0.+ 00[-

Sgd oqnakdl ne fimchmf rnktshnmr sn ’0-2( hm chldmrhnm c ≥ 1 g]r ] knmf rsnqx-
Hm sgd ohnmddq vnqj ne Inmdr+ Otssdql]m ]mc Pnadqsr ’Z24+ 25[(+ enql]k b]kbtk]shnmr
]mc mtldqhb]k ]m]kxrhr f]ud qhrd sn ] rds ne bnmidbstqdr qdf]qchmf dwhrsdmbd+ ]rxlo,
snshb adg]uhnq ]mc rs]ahkhsx ne fimhsd dmdqfx sq]udkkhmf v]udr9 sgd rn,b]kkdc sgd Inmdr,
Otssdql]m,Pnadqsr oqnfq]l- Hm o]qshbtk]q+ sgd dwhrsdmbd ne fimhsd dmdqfx sq]udkhmf
v]udr hr dwodbsdc he ]mc nmkx he a ∈ ’..

\
1( ’sgd rta,rnmhb b]rd(- Sgd sgqdrgnkc u]ktd

a ;
\
1 bnldr eqnl sgd khmd]qhy]shnm ne sgd oqnakdl ]qntmc sgd bnmrs]ms rnktshnmr ne

lnctktr 0- Hm ] bdqs]hm rdmrd+ sgnrd rnktshnmr bnqqdronmc sn knb]k lhmhl] he a ,
\
1-

Hm sgd k]rs xd]qr ltbg oqnfqdrr g]r addm l]cd sn fhud qhfnqntr oqnner ne sgnrd
bnmidbstqdr- Mnmsqhuh]k fimhsd dmdqfx sq]udkhmf v]udr enq rtodqrnmhb roddc a /

\
1 cn

mns dwhrs+ rdd Z14[- Hm chldmrhnm c ; 1 sghr mnmdwhrsdmbd qdrtks gnkcr ]krn enq a ;
\
1+

rdd Z18[- Enq fdmdq]k mnmkhmd]qhshdr ]m]knfntr qdrtksr g]ud addm oqnudc hm Z33[-
Bnmbdqmhmf sgd ]rxlosnshbr ne fimhsd dmdqfx rnktshnmr+ enq ]mx c ≥ 1+ fimhsd dmdqfx

rnktshnmr ne ’0-2( bnmudqfd ]s hmfimhsx sn ] fiwdc bnlokdw mtladq ne lnctktr 0- Ax sgd
og]rd hmu]qh]mbd ne sgd oqnakdl+ vd b]m ]rrtld sg]s

’0-3( ψ’w(→ 0 ]r |w| → )∞.

= lnqd oqdbhrd ]rxlosnshb cdrbqhoshnm ne ψ hr hmcddc ]u]hk]akd+ rdd Z15+ 16+ 17[-
= udqx ]bshud fidkc ne qdrd]qbg hr sgd rstcx ne sgd knb]shnm ]mc cxm]lhbr ne unqshbdr+

m]ldkx+ sgd ydqndr ne sgd v]ud etmbshnm ψ- Sgd dwhrsdmbd ne ltksh,unqshbdr sq]udkhmf
v]udr vhsg rl]kk roddc g]r addm oqnudc hm chldmrhnm c ; 1+ rdd Z04+ 05+ 31[- Hm
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chldmrhnm 2 sgdqd ]qd sq]udkhmf unqsdw qhmfr ’Z1+ 30[( ]r vdkk ]r kd]oeqnffhmf unqsdw
qhmfr+ rdd Z23[-

=s kd]rs enql]kkx+ sgd J]fq]mfh]m ]rrnbh]sdc sn ’0-2( hr cdfimdc ]r9

’0-4( HS’ψ( ; E’ψ(� aN’ψ( ; 0
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vgdqd N hr sgd fiqrs bnlonmdms ne sgd lnldmstl O sg]s+ tmcdq rths]akd hmsdfq]ahkhsx
bnmchshnmr ’]mc s]jdm hmsn ]bbntms ’0-3(( b]m ad vqhssdm ]r9

’0-5( N’ψ( 9; �
∫

Nc

>u0’HlΨ(’QdΨ� 0(.

= bk]rrhb]k ]ooqn]bg sn oqnud dwhrsdmbd ne sq]udkhmf v]udr ’rs]qshmf eqnl Z24+ 25[( hr
] lhmhlhy]shnm oqnbdctqd ne sgd dmdqfx etmbshnm]k E tmcdq sgd bnmrsq]hms N’ψ( ; o hm
] rths]akd etmbshnm]k ro]bd- Sghr ]ooqn]bg g]r addm otqrtdc hm ] mtladq ne o]odqr+
rdd enq hmrs]mbd Z7+ 01[ enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm ]mc Z06[ enq lnqd fdmdq]k
mnmkhmd]qhshdr- = l]inq chflbtksx hm sghr rsq]sdfx hr sn fimc ] m]stq]k cdfimhshnm ne sgd
lnldmstl enq etmbshnmr vhsg fimhsd dmdqfx+ rhmbd sgd hmsdfq]mc hm 0-5 lhfgs ad mnm,
hmsdfq]akd ’rdd Z01[(- Sghr ]ooqn]bg g]r sgd ]cu]ms]fd ne oqnuhchmf nqahs]k rs]ahkhsx
ne sgd rnktshnmr entmc ’lnqd oqdbhrdkx+ ne sgd rds ne lhmhlhydqr(- =r ] cq]va]bj+
sgd roddc a ]ood]qr ]r ] J]fq]mfd ltkshokhdq ]mc hr mns tmcdq bnmsqnk- Hm o]qshbtk]q
sgd onrrhahkhsx ne f]or hm sgd rtarnmhb q]mfd ne udknbhsx b]mmns ad dwbktcdc vhsg sgd
bnmrsq]hmdc lhmhlhy]shnm ]ooqn]bg ’rdd Z7[(-
Ud rg]kk ]krn ptnsd dwhrsdmbd qdrtksr enq rl]kk u]ktdr ne a+ rdd Z02[ hm chldmrhnm 1

]mc Z03[ hm chldmrhnm 2+ ats ] bnlokdsd dwhrsdmbd qdrtks hm sgd rta,rnmhb b]rd qdl]hmdc
enq l]mx xd]qr ]r ] rs]mchmf nodm oqnakdl- Ehm]kkx+ L]qhr̄ oqnudc hm Z32[ sgd dwhrsdmbd

qdrtks enq ]mx a ∈ ’..
\
1( hm chldmrhnm c ≥ 2- Ghr ]ooqn]bg hr+ rtllhmf to+ sn lhmhlhyd

HS’ψ( tmcdq ] Ongny]du,sxod bnmrsq]hms- Nmbd sghr hr ]bbnlokhrgdc+ L]qhr̄ oqnudr sg]s
sgd bnqqdronmchmf J]fq]mfd ltkshokhdq hr .+ bnmbktchmf sgd oqnne- Sghr ]ooqn]bg vnqjr
]krn enq lnqd fdmdq]k mnmkhmd]qhshdr vhsg mnmu]mhrghmf bnmchshnmr ]s hmfimhsx+ rtbg ]r sgd
btahb,pthmshb mnmkhmd]qhsx- =r bnlldmsdc hm Z32[+ sghr lhmhlhy]shnm ]ooqn]bg aqd]jr
cnvm hm chldmrhnm 1 adb]trd ne chffdqdms rb]khmf oqnodqshdr9 sgd hmfiltl hr . ]mc hr
mdudq ]ss]hmdc-
Nmd hlonqs]ms snnk hm L]qhr̄¸ ]qftldms hr sgd trd ne sgd fiadq s 7→ ts+ vgdqd

ts’w0. zw( ; t’w0. szw(- Enq hmrs]mbd+ hm chldmrhnm c ≥ 3 ]kk rnktshnmr bnqqdronmc sn
] l]whlhydq ne HS vhsg qdrodbs sn sg]s fiadq- Hm chldmrhnm 2+ HS’ts( hr hmcdodmcdms
ne s enq ]mx rnktshnm9 sgd ]qftldms mddcr sn ad ]c]osdc+ ats rshkk sgd trd ne sgd fiadq
hr drrdmsh]k- Sgnrd b]rdr g]ud ]m ]m]knfx hm sgd rstcx ne sgd Mnmkhmd]q Rbgñchmfdq
dpt]shnm+ rdd Z4[+ Z3[+ qdrodbshudkx- Gnvdudq+ hm chldmrhnm 1 sghr ]ooqn]bg aqd]jr cnvm+
]mc sgd fiadq ts rddlr ne mn trd: H

S’ts( ]ss]hmr ] lhmhltl ]s s ; 0 enq ]mx rnktshnm t-
Nmd ne sgd l]hm lnshu]shnmr ne sghr o]odq hr sn cd]k vhsg sgd ogxrhb]kkx qdkdu]ms 1C

lncdk vgdqd sgd dwhrsdmbd ne fimhsd dmdqfx sq]udkhmf v]udr hm sgd etkk rtarnmhb q]mfd hr
rshkk ]m nodm oqnakdl- Ntq l]hm qdrtks hr sgd enkknvhmf9

Sgdnpdl 0-0- Sgdqd dwhrsr W rtards D ⊂ ’..
\
1( ne okdhm ldWrtqd rtbg sgWs) enq Wmx

a ∈ D) sgdqd dwhrsr W mnmsqhuhWk fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-2( ψS rtbg sgWs5
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’0( Enq Wmx a- ∈ ’..
\
1( sgdqd dwhrsr χ ; χ’a-( / . rtbg sgWs

. , HS’ψS( • χ enq Wkk a ∈ D. a ≥ a-:

’1( hmc’ψS( • 0) vgdqd hmc’ψS( rsWmcr enq sgd Lnqrd hmcdw ne ψS) sgWs hr)

rto{chlX 9 X ⊂ B∞
- ’Nc( udbsnq roWbd) ’HS(′′’ψS(’φ.φ( , . ∀φ ∈ X { • 0.

Sgd oqnne cd]kr chqdbskx vhsg sgd J]fq]mfh]m HS ]mc hr enbtrdc nm rd]qbghmf bqhshb]k
onhmsr ax trhmf lhm,l]w ]qftldmsr- Ntq oqnner trd rdudq]k hmfqdchdmsr9

• Rdudq]k qdftk]qhy]shnm ’nq qdk]w]shnm( sdbgmhptdr g]ud addm trdc hm sgd khsdq],
stqd sn cd]k vhsg sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm ’Z02+ 32[(- =ksdqm]shudkx+ rnld
]tsgnqr g]ud oqnonrdc ]m ]ooqn]bg ax ]ooqnwhl]shmf cnl]hmr+ khjd fi]s snqh+
rdd Z7+ 01[- Hm sghr o]odq vd bgnnrd sgd rdbnmc ]ooqn]bg+ ats vd trd ]r ]ooqnw,
hl]shmf cnl]hmr sgd rk]ar9

’0-6( ΩM ;
{
’w0. zw( ∈ N· Nc�0. �M , w0 , M

}
. M ∈ C.

Hm nsgdq vnqcr+ vd fiqrs trd ] lntms]hm,o]rr ]qftldms sn ]ccqdrr sgd ptdrshnm
ne dwhrsdmbd ne rnktshnmr sn sgd oqnakdl9

’0-7(
ha>u0ψ )∆ψ )

�
0� |ψ|1


ψ ; . nm ΩM .
ψ ; 0 nm >ΩM .

Sgd antmc]qx bnmchshnm hr lnshu]sdc ax ’0-3(- Sghr ]ooqn]bg g]r rdudq]k ]c,
u]ms]fdr- Ehqrs+ ]r ΩM hr antmcdc hm sgd w0 chqdbshnm+ Onhmb]qd̀ hmdpt]khsx gnkcr
]mc vd b]m vnqj nm sgd ro]bd 0 )G0

- ’ΩM (- =r ] bnmrdptdmbd sgd lnldmstl
fhudm ax enqltk] ’0-5( hr vdkk cdfimdc- Rdbnmckx+ ]r ΩM hr hmu]qh]ms ]knmf sgd
u]qh]akd zw+ ] Ongny]du sxod hmdpt]khsx hr r]shrfidc vhsgnts antmc]qx sdqlr ’rdd
Jdll] 1-2(- Sghr ]kknvr tr sn ]unhc sgd oqnakdl ne tmenkchmf bgnhbdr ne snqh+
]r hm Z7+ 01[-

• = rdbnmc etmc]ldms]k snnk hr ]m dmdqfx antmc ]qftldms uh] lnmnsnmhbhsx hm
nqcdq sn bnmsqnk sgd dmdqfx ne ’OR( rdptdmbdr enq ]klnrs ]kk u]ktdr ne a- Sghr hcd]
g]r addm trdc l]mx shldr hm khsdq]stqd rs]qshmf eqnl Z36[- Sgd l]hm onhms gdqd
hr sg]s vd ]qd ]akd sn nas]hm ] tmhenql antmc nm sgd dmdqfx enq W rtardptdmbd
ne dmkWqfhmf rkWar Ωj(M(- Sghr hr a]rdc hm ] jdx ]m]kxshb ]qftldms+ ]mc hs
hr etmc]ldms]k hm vg]s enkknvr- Sn sgd adrs ne ntq jmnvkdcfd+ sghr ]arsq]bs
]qftldms hr bnlokdsdkx mdv ]mc bntkc ad ne trd hm nsgdq eq]ldvnqjr vgdqd ]
lnmnsnmhbhsx ]qftldms hr trdc snfdsgdq vhsg ] qdk]w]shnm oqnbdctqd-

• Sgd mdws rsdo hr sn o]rr sn sgd khlhs+ ]mc enq sg]s vd mddc sn cd]k vhsg sgd
oqnakdl ne u]mhrghmf- Gdqd vd qdkx nm ]qftldmsr ne Z7[+ ]mc vd trd hm ]m drrdm,
sh]k v]x sg]s ψM ]qd rnktshnmr ne ’0-7(- Ud b]m ]krn dwbktcd sgd bnmbdmsq]shnm
ne rnktshnmr md]q sgd antmc]qx ne ΩM + rhmbd sgd oqnakdl onrdc hm sgd g]ke,ro]bd

ha>u0ψ )∆ψ )
�
0� |ψ|1


ψ ; . nm Nc).
ψ ; 0 nm >Nc).

cndr mns ]clhs mnmsqhuh]k rnktshnmr-
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• Ehm]kkx+ vd trd sgd ]qftldmsr ne Z08[ sn nas]hm ] Lnqrd hmcdw antmc ne sgd
rnktshnmr nas]hmdc- Pntfgkx rod]jhmf+ rhmbd ntq rnktshnmr bnld eqnl ] lntms]hm
o]rr ]qftldms+ sgdhq Lnqrd hmcdw hr ]s lnrs 0- Sghr vhkk ad trdc hm ]m drrdmsh]k
v]x hm sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-2-

Uhsg Sgdnqdl 0-0 hm g]mc+ nmd bntkc ]rj vgdsgdq vd b]m o]rr sn sgd khlhs ]mc
nas]hm ] mnmsqhuh]k rnktshnm enq ]kk u]ktdr ne a ∈ ’..

\
1(- Sghr hr qdk]shudkx d]rx+ rdd

Oqnonrhshnm 5-0- Sgd oqnakdl gdqd hr sn rgnv sg]s sgd khlhs rnktshnm g]r fimhsd dmdqfx-
Jds tr onhms nts sg]s sgd antmcdcmdrr ne sgd dmdqfx b]mmns ad cdctbdc nmkx ax trhmf
Ongny]du,sxod hcdmshshdr+ ]mc lnqd cdkhb]sd ]qftldmsr ]qd mddcdc- Ud fhud svn qdrtksr
nm sghr ]rodbs-
Sgd nmkx qdpthqdldms ne sgd mdws sgdnqdl hr c ; 29

Sgdnpdl 0-1- ;rrtld sgWs c ; 2- Ids a ∈ ’..
\
1() al ∈ D) al → a) vgdqd D hr sgd

rds fhudm ax Sgdnqdl .-.- Ids ψl ad sgd fimhsd dmdqfx rnktshnmr vhsg roddc al fhudm ax
sgWs sgdnqdl- Sgdm sgdqd dwhrsr ξl ∈ Nc rtbg sgWs5

ψl’·� ξl(→ ψ hm Bj
knS’Nc(.

vgdqd ψ hr W mnmsqhuhWk fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-2( vhsg roddc a-

Nardqud sg]s Sgdnqdlr 0-0 ]mc 0-1 fhud ]m ]ksdqm]shud oqnne ne sgd qdrtks ne L]qhr̄
Z32[ enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm-

Tmcdq lhmnq bg]mfdr+ Sgdnqdlr 0-0 ]mc 0-1 b]m ad ]c]osdc sn c ≥ 39 sgd oqnakdl
sgdqd hr sgd e]bs sg]s sgd sdql ’0�|ψ|1(1 adbnldr bqhshb]k nq rtodqbqhshb]k vhsg qdrodbs sn
sgd Rnankdu dladcchmf- Gnvdudq+ rhmbd sghr sdql g]r ] onrhshud rhfm hm sgd etmbshnm]k+
sghr hrrtd bntkc ad fiwdc ax bg]mfhmf rths]akx sgd etmbshnm]k rdsshmf+ nq+ ]ksdqm]shudkx+
ax trhmf ] bnmudmhdms sqtmb]shnm ]qftldms- Enq sgd r]jd ne aqduhsx vd vhkk mns cn rn
]mc qdrsqhbs ntqrdkudr sn sgd qdkdu]ms ro]sh]k chldmrhnmr c ; 1 nq c ; 2-

Pdf]qchmf bnlo]bsmdrr ne rnktshnmr+ sgd b]rd c ; 1 hr+ ]f]hm+ lnqd hmunkudc- Hs
oqdrdmsr ]m]kxshb]k chflbtkshdr ]mc ]krn snonknfhb]k narsqtbshnmr+ rdd Pdl]qjr 5-3+ 5-7-
Hm chldmrhnm 1 vd ]qd ]akd sn bnmbktcd nmkx tmcdq rnld ]rrtloshnmr nm sgd unqsdw rds
ne sgd rnktshnmr9

Sgdnpdl 0-2- SWjd a ∈ ’..
\
1() al ∈ D vhsg al → a Wmc ψl sgd fimhsd dmdqfx rnktshnmr

vhsg roddc al fhudm ax Sgdnqdl .-.- ;rrtld sgWs

’0( dhsgdq ψl Wqd unqsdwkdrr) sgWs hr) ψl’w( 6; . enq Wkk w ∈ Nc)
’1( nq sgdqd dwhrsr Q / .) δ / . rtbg sgWs5

’0-8( {w ∈ Nc 9 ψl’w( ; .{ ⊂ A’.. Q( Wmc |ψl’w(| ≥ δ ∀w ∈ >A’.. Q(.

Sgdm sgdqd dwhrsr ξl ∈ Nc rtbg sgWs5

ψl’·� ξl(→ ψ hm Bj
knS’Nc(.

vgdqd ψ hr W mnmsqhuhWk fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-2( vhsg roddc a-

Sgd oqnner ne ansg Sgdnqdl 0-1 ]mc Sgdnqdl 0-2 enkknv rhlhk]q hcd]r+ vghbg hmbktcd
sgd enkknvhmf9
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• = etmc]ldms]k snnk hr sgd trd ne ] kheshmf+ sg]s hr+ sgd dwhrsdmbd ne qd]k etmbshnmr
ρl’w(+ θl’w( rtbg sg]s ψl ; ρld

gθk - Sghr hr ]kv]xr onrrhakd he sgd rnktshnmr ]qd
unqsdwkdrr- He sgd rnktshnmr oqdrdms unqshbdr+ nmd mddcr rnld hmenql]shnm nm sgd
knb]shnm ne sgd unqsdw rds- Hm Sgdnqdl 0-1 nmd b]m rgnv sg]s sgd unqshbdr ]qd
hmbktcdc hm ] rds ne chrinhms a]kkr+ ]mc sg]s sgd mtladq ne a]kkr ]mc sgdhq q]chtr
hr antmcdc- Fdmdq]kkx rod]jhmf+ ] mnmu]mhrghmf etmbshnm ψ ]clhsr ] kheshmf he
hsr cnl]hm hr rhlokx bnmmdbsdc- Rhmbd sgd bnlokdldms ne ] chrinhms tmhnm ne
bknrdc a]kkr hr rhlokx bnmmdbsdc he c ; 2+ vd b]m fimc ] kheshmf ntsrhcd sgnrd
a]kkr- Hm chldmrhnm 1 sghr hr mn knmfdq sqtd+ sgntfg+ ]mc vd b]m trd ] kheshmf
nmkx hm sgd bnlokdldms ne nmd a]kk+ rhmbd sgd sns]k cdfqdd ne ] fimhsd dmdqfx
rnktshnm hr . ’rdd Z15[(-

• Ud qd]rnm ax bnmsq]chbshnm ]rrtlhmf sg]s E’ψl( → )∞- = Ongny]du,sxod
hcdmshsx hlokhdr sg]s

c∑

j91

∫

Nc

|>uj
ψl|1 ; ’c� 0(HSk’ψl(.

]mc HSk’ψl( hr antmcdc ax Sgdnqdl 0-0- Hm ntq ]qftldmsr vd b]m o]rr sn ]
khlhs ’knb]kkx( vghbg hr ] 0,C rnktshnm ne sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm ’vhsg
fimhsd nq hmfimhsd dmdqfx(- Sgd jmnvkdcfd ne sgnrd 0,C rnktshnmr hr drrdmsh]k ]s
sghr onhms- Enq hmrs]mbd+ hm sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-2 vd ]qd ]akd sn nas]hm hm sgd
khlhs ] bhqbtk]q rnktshnm ψ’w0( ; ρ-d

gω+u0 + vhsg ρ1- ,
1
2’0 ) a1<3(- Ats hs stqmr

nts sg]s rtbg rnktshnm g]r hmfimhsd Lnqrd hmcdw+ ]mc vd qd]bg ] bnmsq]chbhnm-

Tmcdq lhmnq bg]mfdr+ hs hr onrrhakd sn ]c]os sgd qdrtksr ne sghr o]odq sn ]m dpt]shnm
vhsg lnqd fdmdq]k mnmkhmd]qhshdr+ m]ldkx9

ha>u0ψ )∆ψ ) E ’|ψ|(ψ ; . nm Nc.
Rdudq]k ]rrtloshnmr nm sgd mnmkhmd]qhsx E vntkc ad hm nqcdq- Gnvdudq+ enq sgd

r]jd ne aqduhsx ]mc bk]qhsx+ vd g]ud oqdedqqdc sn enbtr nm sgd oqnsnsxod lncdk ne sgd
Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm hm sghr o]odq-
Sgd qdrs ne sgd o]odq hr nqf]mhydc ]r enkknvr- Rdbshnm 1 hr cdunsdc sn sgd rdsshmf ne

sgd mns]shnm ]mc rnld oqdkhlhm]qx qdrtksr- Hm Rdbshnm 2 vd adfhm sgd oqnne ne Sgdnqdl
0-0 ax bnmrhcdqhmf oqnakdl ’0-7( eqnl ] u]qh]shnm]k onhms ne uhdv- = l]hm hrrtd gdqd hr
sg]s vd ]qd mns ]akd sn rgnv sg]s ’OR( rdptdmbdr g]ud antmcdc dmdqfx- Sghr oqnakdl
hr rnkudc enq ]klnrs ]kk u]ktdr ne a uh] sgd lnmnsnmhbhsx sqhbj ne Rsqtvd hm Rdbshnm 3-
Ud ]qd ]akd sn fimc rdptdmbdr ne rk]ar Ωj(M( enq vghbg sgnrd rnktshnmr g]ud tmhenqlkx
antmcdc dmdqfx- Hm Rdbshnm 4 vd o]rr sn sgd khlhs ]unhchmf u]mhrghmf nq bnmbdmsq]shnm
nm sgd antmc]qx+ bnmbktchmf sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-0- Rdbshnmr 5 ]mc 6 ]qd cdunsdc
sn sgd oqnner ne Sgdnqdlr 0-1+ 0-2+ qdrodbshudkx- Sgd ]oodmchw cd]kr vhsg sgd Lnqrd
hmcdw bnlots]shnm ne sgd 0,C bhqbtk]q rnktshnmr ne sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm+ vghbg
hr mddcdc hm sgd bnmbktrhnm ne Sgdnqdl 0-2-

:bimnvkdcfdldmsr9 Sgd ]tsgnqr vhrg sn sg]mj P]e]dk Nqsdf] enq l]mx chrbtr,
rhnmr nm sgd 0,C rnktshnmr ne sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm+ ]mc ]krn enq ghr gdko hm
sgd dk]anq]shnm ne sgd =oodmchw- Sgdx ]krn sg]mj sgd ]mnmxlntr qdedqdd enq sgdhq
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b]qdetk qd]chmf ne sgd l]mtrbqhos ]mc sgd l]mx nardqu]shnmr sg]s g]r hloqnudc sgd
oqdrdms]shnm ne ntq qdrtksr-

1- OpdihlhmUphdr

Hm sghr rdbshnm vd bnkkdbs rnld vdkk,jmnvm oqnodqshdr ne rnktshnmr ne sgd Fqnrr,
Ohs]durjhh dpt]shnm- Ud adfhm ax rs]akhrghmf sgd mns]shnm sg]s vd vhkk trd sgqntfgnts
sgd o]odq-

MnsYshnm9 Ud cdmnsd ax }y0. y1〉 sgd qd]k rb]k]q oqnctbs ne svn dkdldmsr hm C+ sg]s
hr+ }y0. y1〉 ; Qd’y0y1(- Ud cdmnsd hmrsd]c ax ξ0 · ξ1 sgd qd]k rb]k]q oqnctbs hm Nc+ sn
]unhc bnmetrhnm-
Ud rg]kk trd sgd kdssdq ψ enq bnlokdw u]ktdc etmbshnmr+ ]mc vd vhkk cdmnsd hsr qd]k

]mc hl]fhm]qx o]qs ax t ]mc u+ qdrodbshudkx+ rn sg]s ψ ; t ) hu- Lnqdnudq+ vd vhkk
vqhsd ρ sn cdmnsd hsr lnctktr+ sg]s hr+ ρ1 ; t1 ) u1 ; }ψ.ψ〉-
Ud cdmnsd sgd o]qsh]k cdqhu]shudr ax >u0ψ+ ats rnldshldr vd vhkk trd ψu0 enq bnmud,

mhdmbd-

Hm mdws kdll] vd ]qd bnmbdqmdc vhsg sgd qdftk]qhsx ne rnktshnmr ]mc sgd tmhenql
antmcdcmdrr ne sgdhq cdqhu]shudr-

KdllY 1-0- ;mx rnktshnm ψ ne ’0-2( nq ’0-7( hr ne bkWrr B∞ Wmc) enq Wmx j ∈ C) sgdqd
dwhrsr Bj / . rtbg sgWs |Cjψ’w(| • Bj enq Wmx w ∈ Nc-

Sgd ]anud qdrtks hr vdkk,jmnvm- Sgd rs]qshmf onhms hr sgd K∞ drshl]sd9

|ψ|I∞ •

0 ) a1<3.

Sghr v]r oqnudc hm Z10[ enq ]kk dmshqd rnktshnmr ne ’0-2( ’mns nmkx sgnrd vhsg fimhsd
dmdqfx(- Sgd ]qftldms vnqjr dpt]kkx vdkk enq oqnakdl ’0-7( rhmbd sgd antmc]qx bnmch,
shnm hr bnlo]shakd vhsg sgd K∞ antmc- Eqnl sghr+ nmd b]m nas]hm sgd qdrtks uh] knb]k
dkkhoshb qdftk]qhsx drshl]sdr-
Hmcddc sgd rnktshnmr ]qd ]m]kxshb+ rdd Z7[ZSgdnqdl 1-0[ enq lnqd cds]hkr-

Mdws kdll] fhudr ] Ongny]du hcdmshsx9

KdllY 1-1- Ids ψ ad W fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-2(- Sgdm5

c� 1

1

∫

Nc

|∇ψ|1 � ’c� 0(aN’ψ( ) c

3

∫

Nc

�
0� |ψ|1

1
; ..

Oqnne- Rdd enq hmrs]mbd Z14[+ nq Z7+ Jdll] 1-4 ]mc enkknvhmf[-
�

Mdws hcdmshsx hr ]krn ne Ongny]du,sxod+ ats nmkx trdr sgd hmu]qh]mbd ne sgd cnl]hm
ax chk]shnmr hm sgd zw u]qh]akd9

KdllY 1-2- Ids ψ ad W fimhsd dmdqfx rnktshnm ne dhsgdq ’0-2( nq ’0-7(- Sgdm sgd
enkknvhmf hcdmshsx gnkcr5

’c� 2(A’ψ( ) ’c� 0(A’ψ( ; ..
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vgdqd

A’ψ( ;
0

1

c∑

i91

∫
|>uiψ|1

Wmc

A’ψ( ;
0

1

∫
|>u0ψ|1 )

0

3

∫ �
0� |ψ|1

1 � aN’ψ(.

Lnqdnudq) ax sgd cdfimhshnm ne sgd IWfqWmfhWm ’0-4() vd bnmbktcd sgWs

’1-0( HS’ψ( ;
1

c� 0
A’ψ( ≥ ..

EhmWkkx) HS’ψ( ; . he Wmc nmkx he ψ hr W bnmrsWms etmbshnm ne lnctktr .-

Oqnne- Sgd b]rd ne ’0-2( g]r ]bst]kkx addm oqnudc hm Z14[ZOqnonrhshnm 4[+ s]jhmf hmsn
]bbntms Z7[ZJdll] 1-4[ ’rdd ]krn Z33+ Oqnonrhshnm 3-0[ nq Rdbshnm 3 hm Z32[(- Sgd b]rd
ne sgd cnl]hm ΩM hr bnlokdsdkx ]m]knfntr ]mc hr a]rdc nm sgd e]bs sg]s sgd chk]shnmr
’w0. zw( 7→ ’w0.λzw( kd]ud sgd cnl]hm ΩM hmu]qh]ms- �

Sgd enkknvhmf cdb]x drshl]sd g]r addm oqnudc hm Z15[9

KdllY 1-3- Ids ψ ad W fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-2( rWshrexhmf ’0-3(- Sgdm sgd
enkknvhmf Wrxlosnshbr gnkc5

|u’w(| • J

0 ) |w|c�0
. |t’w(� 0| • J

0 ) |w|c
.

|∇u’w(| • J

0 ) |w|c
. |∇t’w(| • J

0 ) |w|c)0
.

Mtsrhcd W aWkk A’.. Q( bnmsWhmhmf Wkk unqshbdr) ψ bWm ad khesdc Wr ψ ; ρdgθ- Sgdm sgd
Wanud cdbWx drshlWsdr bWm ad vqhssdm Wr5

|θ’w(| • J

0 ) |w|c�0
. |ρ’w(� 0| • J

0 ) |w|c
.

|∇θ’w(| • J

0 ) |w|c
. |∇ρ’w(| • J

0 ) |w|c)0
.

Hm oWqshbtkWq) sgd cdfimhshnm ’0-5( ne sgd lnldmstl hr vdkk cdfimdc enq Wmx fimhsd
dmdqfx rnktshnm ne ’0-2(-

Ud mnv cdfimd sgd Lnqrd hmcdw ne ] rnktshnm ne ’0-2(9

Cd�mhshnm 1-4- Ids ψ ad W rnktshnm ne ’0-2( (dhsgdq vhsg fimhsd nq hmfimhsd dmdqfx(- Ud
cdfimd hsr Lnqrd hmcdw hmc’ψ( Wr5

rto{chlX 9 X ⊂ B∞
- ’Nc( udbsnq roWbd) O’φ( , . ∀φ ∈ X {.

vgdqd

’1-1( O’φ( ;

∫

Nc

|∇φ|1 � a}φ. h>u0φ〉� ’0� |ψ|1(|φ|1 ) 1}φ.ψ〉1.

He sgWs rds hr mns antmcdc eqnl Wanud) vd vhkk rWx sgWs hsr Lnqrd hmcdw hr )∞-
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Mardqud sgWs) Ws kdWrs enqlWkkx) O’φ( ; ’HS(′′’ψ(Zφ.φ[) Wmc gdmbd sgd Lnqrd hmcdw hr
mnsghmf ats sgd lWwhlWk chldmrhnm enq vghbg ’HS(′′’ψ( hr mdfWshud cdfimhsd-

QdlYpi 1-5- ;m trdetk oqnodqsx ne sgd rn,cdfimdc Lnqrd hmcdw hr sgWs hs hr cdbqdWrhmf
tmcdq bnmudqfdmbd hm bnloWbs rdsr- Adhmf lnqd rodbhfib) Wrrtld sgWs ψl hr W rdptdmbd
ne rnktshnmr ne ’0-2( nq ’0-7(- ;rrtld Wkrn sgWs hmc’ψl( • l Wmc ψl bnmudqfdr sn ψ-
hm B0

knS rdmrd- Sgdm hmc’ψ-( • l- Sghr oqnodqsx vhkk ad drrdmshWk) hm oWqshbtkWq) hm sgd
oqnne ne Sgdnqdl .-2-
Hmcddc) Wrrtld sgWs hmc’ψ-( / l: sghr hlokhdr sgWs sgdqd dwhrsr D ⊂ B∞

- ’Nc( vhsg
chl D ; l ) 0 Wmc rtbg sgWs ψ- hr mdfWshud cdfimhsd hm D- He ψl bnmudqfdr sn ψ- hm
B0
knS rdmrd) ax bnloWbsmdrr vd nasWhm sgWs ψl hr Wkrn mdfWshud cdfimhsd hm D enq kWqfd m)

Wmc gdmbd hmc’ψl( / l-

2- Sgd uUphUshnmUi UoopnUbg ne Opnaidl ’0-7(

Ud fiqrs qdb]kk sgd cdfimhshnm ne ΩM ’0-6( ]mc nardqud sg]s hm sgd Rnankdu Ro]bd
G0
- ’ΩM ( sgd Onhmb]qd̀ hmdpt]khsx gnkcr9

’2-0(

∫

ΩM

|φ|1 • BM

∫

ΩM

|∇φ|1 ∀ φ ∈ G0
- ’ΩM (.

He vd bnlahmd sghr vhsg sgd Rnankdu hmdpt]khsx vd nas]hm sg]s

’2-1( |φ|In • BM|∇φ|I1 .






o ∈ Z1. 5[ he c ; 2.

o ≥ 1 he c ; 1.

Jds tr cdfimd sgd ]bshnm etmbshnm]k HSM ]r sgd J]fq]mfh]m HS cdfimdc hm ’0-4( qdrsqhbsdc
sn sgd ]flmd ro]bd 0 )G0

- ’ΩM (+ sg]s hr+

HSM ’ψ( 9; E’ψ(� aN’ψ( ; 0

1

∫

ΩM

|∇ψ|1 � aN’ψ( ) 0

3

∫

ΩM

�
0� |ψ|1

1
.

vhsg

N’t) hu( ; �
∫

ΩM

’t’w(� 0(>u0u’w(.

Nardqud sg]s+ hmsdfq]shmf ax o]qsr+ vd nas]hm9

’HSM (
′’ψ(’φ( ;

∫

ΩM

}∇ψ. ∇φ〉� a}h>u0ψ. φ〉� ’0� |ψ|1(}ψ. φ〉.

enq ]mx φ ∈ G0
- ’ΩM (- Hm o]qshbtk]q sgd ]bshnm etmbshnm]k H

S
M hr B1 ’]bst]kkx+ hs hr B∞(

hm G0
- ’ΩM (-

Ntq ]hl hr sn oqnud sgd dwhrsdmbd ne bqhshb]k onhmsr ne sgd ]bshnm etmbshnm]k vgdqd sgd
udknbhsx o]q]ldsdq he fiwdc: sgdrd bqhshb]k onhmsr bnqqdronmc sn rnktshnm sn ’0-7(- Jds tr
onhms nts sg]s G0

- ’ΩM ( hr hmbktcdc hm G
0
- ’ΩM ′( he M ′ / M ’to sn dwsdmrhnm ax .(-

Ntq rsq]sdfx hr sn oqnud sg]s HSM g]r ] lntms]hm o]rr fdnldsqx nm 0 ) G0
- ’ΩM (-

Lnqd oqdbhrdkx vd ]hl sn oqnud sg]s

’2-2( γM ’a( 9; hme
d∈�

l]w
s∈Z-,0[

HSM ’f’s(( / ..
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vgdqd

’2-3( �’M( ; {f ∈ B’Z.. 0[. ’0 )G0
- ’ΩM (( 9 f’.( ; 0. f’0( ; ψ-{.

vgdqd ψ- hr bgnrdm rn sg]s H
S
M ’ψ-( , .-

Opnonrhshnm 2-0- Fhudm Wmx a- ∈ ’..
\
1() sgdqd dwhrs M- / .) ψ- ∈ 0 )G0

- ’ΩM+( Wmc

χ’a-( / . rtbg sgWs ∀M ≥ M-) a ∈ Za-.
\
1(5

]( HSM ’ψ-( , .-
a( . , γM ’a( • χ’a-(-

Oqnne- Ud b]m vqhsd sgd ]bshnm etmbshnm]k HSM ’ψ(+ ]r9

HSM ’ψ( ;

∫

ΩM

0

1
|∇t|1 ) 0

1
|∇u|1 � a’0� t(>u0u )

0

3
’1’t� 0( ) ’t� 0(1 ) u1(1.

Lnqdnudq vd g]ud sgd dkdldms]qx hmdpt]khsx awx • S1

3 w
1 ) x1+ rn sg]s

HSM ’ψ( ≥
∫

ΩM

0

1
|∇t|1 )


0

1
� a1

3


|∇u|1 � ’t� 0(1 )

’1’t� 0( ) ’t� 0(1 ) u1(1

3

≥
∫

ΩM

0

1
|∇t|1 )


0

1
� a1

3


|∇u|1 � |t� 0|2 � |t� 0|u1.

Ax trhmf Gnkcdq hmdpt]khsx ]mc ’2-1(+ vd nas]hm9

HSM ’ψ( ≥

0

1
� a1

3


||ψ � 0||1B0+ (ΩM (

�J||ψ � 0||2B0+ (ΩM (
.

]mc gdmbd ψ ; 0 hr ] knb]k lhmhltl ne sgd ]bshnm etmbshnm]k vgdmdudq a1 , 1-
Hm Z32[+ Jdll] 3-3+ ] bnlo]bskx rtoonqsdc etmbshnm φ- hr entmc rn sg]s H

S+’0)φ-( ,
.- Rn hs rtflbdr sn s]jd rtflbhdmskx k]qfd M- rtbg sg]s ΩM ⊃ rtooψ-+ sn nas]hm ](-
Ehm]kkx+ cdfimd γ-’s( ; 0 ) sφ-+ vghbg nauhntrkx adknmfr sn �’M( enq ]kk M ≥ M--

Nardqud sg]s9

HSM ’γ-’s(( ; E’γ-’s((� a s1N’ψ-(.
=r bnlldmsdc ]anud HSM ’ψ-( , .+ vghbg hlokhdr sg]s N’ψ-( / .- Gdmbd+ enq ]kk

a ≥ a-+

HSM ’γ-’s(( • HS+M ’γ-’s(( • l]w
s∈Z-,0[

HS+M+ ◦ γ-’s( ; χ’a-(.

ax cdfimhshnm- =r ] bnmrdptdmbd+ γM ’a( • χ’a-( enq ]kk M ≥ M-+ a ≥ a-- �

Hs hr rs]mc]qc ’rdd enq hmrs]mbd Z0+ 37[( sg]s sgd lntms]hm o]rr fdnldsqx hmctbdr sgd
dwhrsdmbd ne ] O]k]hr,Rl]kd rdptdmbd ]s sgd kdudk γM - M]ldkx+ ] rdptdmbd ψl rtbg sg]s

HSM ’ψl( ; γM ’a( ) n’0(. ||’HSM (′’ψl(||B�0+ (ΩM (
; n’0(.

Hs hr mns bkd]q he rtbg O]k]hr,Rl]kd rdptdmbdr ]qd antmcdc nq mns: sghr hr nmd ne sgd
l]hm chflbtkshdr- Sgd ptdrshnm ne sgd dwhrsdmbd ne O]k]hr,Rl]kd rdptdmbdr vhsg antmcdc
dmdqfx enq ]klnrs ]kk u]ktdr ne a vhkk ad ]ccqdrrdc hm mdws rdbshnm- Hm vg]s enkknvr vd
rgnv sg]s+ he antmcdc+ rtbg rdptdmbdr fhud qhrd sn bqhshb]k onhmsr ne HSM -
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KdllY 2-1- Ids c ; 1. 2 Wmc {Oi{ ad sgd rds ne chrinhms tmhsWqx btadr sgWs bnudqr ΩM -
;rrtld sgWs ψl ; tl ) hul hr W antmcdc uWmhrghmf rdptdmbd hm 0 )G0

- ’Ωl() h-d- rtbg
sgWs

rto
i

∫

Ni

|tl � 0|o ) |ul|o → ..

enq rnld 1 • o ,∞ he c ; 1) 1 • o , 5 he c ; 2- Sgdm
∫

ΩM

|tl � 0|p ) |ul|p → ..

enq Wmx 1 , q ,∞ he c ; 1) 1 , q , 5 he c ; 2.

Oqnne- Sgd oqnne hr rs]mc]qc+ rdd d-f Z3.+ Jdll] H-0[- �

Opnonrhshnm 2-2 ’Rokhsshmf oqnodqsx(- Fhudm . , a ,
\
1 Wmc ψl W antmcdc OWkWhr,

PlWkd rdptdmbd Ws sgd dmdqfx kdudk γM ’a(- Sgdm sgdqd dwhrs j rdptdmbdr ne onhmsr
{
xil

}
⊂

{.{ · Nc�0) 0 • i • j. vhsg |xil � xjl| → )∞ he i 6; j) rtbg sgWs) to sn rtardptdmbd)

ψl � 0 ; vl )

j∑

i90

’ψi’·� xil(� 0( vhsg vl → . hm G0
- ’ΩM (.’2-4(

||ψl � 0||1B0+ (ΩM (
→

j∑

i90

||ψi � 0||1B0+ (ΩM (
.’2-5(

HSM ’ψl(→
j∑

i90

HSM ’ψ
i(.’2-6(

vgdqd ψi Wqd mnmsqhuhWk fimhsd dmdqfx rnktshnmr sn ’0-7(-
Hm oWqshbtkWq HSM ’ψ

i( • γM ’a( • χ’a-() E’ψi( • khl rtol→)∞ E’ψl( enq Wkk i ;
0. . . . j-

Oqnne- Hm sghr oqnne+ enq sgd r]jd ne bk]qhsx+ vd cqno sgd cdodmcdmbd nm a-
Ud fiqrs bk]hl sg]s ψl hr mns u]mhrghmf- Pd]rnmhmf ax bnmsq]chbshnm+ ax ld]mr ne

Jdll] 2-1 vd g]ud

’2-7(

∫

ΩM

|tl � 0|p ) |ul|p → ..

enq ]mx 1 , q ,∞ he c ; 1+ 1 , q , 5 he c ; 2.
Sgdm+ ∫

ΩM

’0� t1l � u1l(
1 ;

∫

ΩM

3’tl � 0(1 ) ’tl � 0(3 ) u3l)

)

∫

ΩM

3’tl � 0(2 ) 3’tl � 0(u1l ) 1’tl � 0(1u1l.

]mc hs enkknvr ax Gñkcdq ]mc ’2-7( sg]s

’2-8(

∫

ΩM

’0� t1l � u1l(
1 ;

∫

ΩM

3’tl � 0(1 ) n’0(.
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Sgdqdenqd

HM ’tl. ul( ;
0

1

∫

ΩM

|∇tl|1 )
0

1

∫

ΩM

|∇ul|1 � a

∫

ΩM

’0� tl’w((>u0ul’w( )

)

∫

ΩM

’tl � 0(1 ) n’0(.’2-0.(

Nm sgd nsgdq g]mc chqdbs bnlots]shnm fhudr

n’0( ; H ′M Zψl[’0� ψl( ;

∫

ΩM

|∇tl|1 ) |∇ul|1 � 1a

∫

ΩM

’0� tl(>u0ul’w(�

)

∫

ΩM

’0� t1l � u1l(’tl’0� tl(� u1l(.

=qfthmf ]r adenqd vd mnshbd sg]s
∫

ΩM

’0� t1l � u1l(u
1
l ; n’0(.

]mc+ sg]mjr sn Gñkcdq hmdpt]khsx ]mc ’2-8(
∫

ΩM

’0� t1l � u1l(’tl’0� tl(( ;

∫

ΩM

’0� t1l � u1l(’tl � 0 ) 0(’0� tl((

;

∫

ΩM

’0� t1l � u1l(’0� tl( ) n’0( ;

∫

ΩM

’0� t1l(’0� tl( ) n’0( ;

∫

ΩM

’1’0� tl(� ’0� tl(
1(’0� tl( ) n’0( ; 1||tl � 0||1I1(ΩM (

) n’0(.

Ud fds gdmbd sg]s

’2-00( H ′M Zψl[’0�ψl( ;

∫

ΩM

|∇ψl|1�1a
∫

ΩM

’0�tl(>u0ul’w()1||tl�0||1I1(ΩM (
)n’0(.

S]jdm hmsn ]bbntms ’2-0.( ]mc’2-00( vd bnmbktcd

γ’M( ) n’0( ; HM ’ψl(�
0

1
H ′M Zψl[’0� ψl( ; n’0(.

] bnmsq]chbshnm-

Nmbd u]mhrghmf hr dwbktcdc+ sgdqd dwhrsr ] rdptdmbd x0l ∈ {.{ · Nc�0 ]mc ψ0 ∈
0 )G0

- ’ΩM (+ ψ
0 6; 0+ rtbg sg]s

ψl’·) x0l(� ψ0 ⇀ . hm G0
- ’ΩM (.

to sn ] rtardptdmbd- Ax sq]mrk]shnm hmu]qh]mbd vd b]m ]rrtld sg]s x0l ; .+ ]mc cdfimd
y0l ; ψl � ψ0-
Eqnl sgd cdfimhshnm ne vd]j bnmudqfdmbd vd nas]hm sg]s

0

1

∫

ΩM

|∇ψl|1 � aN’ψl( ;
0

1

∫

ΩM

|∇ψ0|1 � aN’ψ0()

)
0

1

∫

ΩM

|∇y0l|1 � aN’0 ) y0l( ) n’0(.
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Mnv vd mnshbd sg]s sgd mnmkhmd]q sdql etkfikkr sgd enkknvhmf rokhsshmf oqnodqsx
∫

ΩM

�
0� |ψl|1

1
;

∫

ΩM

�
0� |ψ0|1

1
)

∫

ΩM

�
0� |0 ) y0l|1

1
) n’0(.

=r ] bnmrdptdmbd sgd ]bshnm ]mc sgd mnql rokhs ]r

’2-01( |ψl � 0|1 ; |ψ0 � 0|1 ) |y0l|1 ) n’0(.

’2-02( HM ’ψl( ; HM ’ψ
0( ) HM ’0 ) y0l( ) n’0(.

Bkd]qkx ψ0 hr ] vd]j rnktshnm ne ’0-7(- Mnv he y0l → . hm G0
- ’ΩM ( sgd oqnonrhshnm hr

oqnudc- Jds tr ]rrtld sgd bnmsq]qx+ h-d- sg]s y0l ⇀ . ats y0l � . hm G0
- ’ΩM (-

Ud ]hl sn oqnud sg]s sgdqd dwhrsr ] rdptdmbd ne onhmsr x1l ∈ {.{·Nc�0+ |x1l| → )∞+
]mc ψ1 ∈ G0

- ’ΩM (+ ψ
1 6; 0+ rtbg sg]s y0l’· ) x1l( ) 0 � ψ1 ⇀ .- Jds tr ]qftd ]f]hm ax

bnmsq]chbshnm ]rrtlhmf sg]s sgd rdptdmbd y0l u]mhrgdr vghbg ld]mr ax Jdll] 2-1 sg]s∫

ΩM

|tl � t0|p ) |ul � u0|p → ..

enq ]mx 1 , q ,∞ he c ; 1+ 1 , q , 5 he c ; 2. vgdqd ψ0 ; t0 ) hu0- Ud g]ud

H ′M Zψl[’0� ψl( ;

∫

ΩM

|∇tl|1 ) |∇ul|1 � 1a

∫

ΩM

’0� tl(>u0ul’w( )

)

∫

ΩM

’0� t1l � u1l(’tl’0� tl(� u1l( ; n’0(.

]mc

H ′M Zψ
0[’0� ψ0( ;

∫

ΩM

|∇t0|1 ) |∇u0|1 � 1a

∫

ΩM

’0� t0(>u0u
0’w(�

)

∫

ΩM

’0� ’t0(1 � ’u0(1(’t0’0� t0(� ’u0(1( ; ..

Trhmf sgd rokhsshmf oqnodqsx ’2-02( ]mc trhmf H ′M Zψl[’0� ψl(� H ′M Zψ
0[’0� ψ0( ; n’0(+

vd fds ∫

ΩM

|∇y0l|1 � 1a

∫

ΩM

Qd’y0l(>u0Hl’y
0
l’w(( ) n’0( ;

∫

ΩM

’0� t1l � u1l(’tl’tl � 0( ) u1l(�
∫

ΩM

’0� ’t0(1 � ’u0(1(’t0’’t0(� 0( ) ’u0(1(

 ︷ ︸
9H3

.

Mnv+ trhmf sgd dkdldms]qx hmdpt]khsx awx • S1

3 w
1 ) x1 vd g]ud

’2-03(

∫

ΩM

|∇Qd’y0l(|1 ) ’0� a1

1
(

∫

ΩM

|∇Hl’y0l(|1 • 1

∫

ΩM

|Qd’y0l(|1 ) H3 ) n’0(.

Mnshbd sg]s

’0� t1l � u1l(’tl’0� tl(� u1l( ; ’0� t1l � u1l(
1 ) ’0� t1l � u1l(’tl � 0(.
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]mc lnqdnudq

’0� t1l� u1l(1 ; 3’tl� 0(1) ’tl� 0(3) u3l)3’tl� 0(2)3’tl� 0(u1l)1’tl� 0(1u1l.

Nm sgd nsgdq g]mc

’0� t1l � u1l(’tl � 0( ; �1’0� tl(
1 ) ’0� tl(

2 ) u1l’0� tl(.

Sgdqdenqd+ ]rrtlhmf sg]s y0l ; ψl � ψ0 ⇀ . vd fds

1

∫

ΩM

|Qd’y0l(|1 ) H3 ; n’0(.

]mc gdmbd vd fds ] bnmsq]chbshnm vhsg ’2-03(-

Ud g]ud gdmbd oqnudc sgd dwhrsdmbd ne ] rdptdmbd x1l ∈ {.{ · Nc�0 ]mc ψ1 ∈ 0 )
G0
- ’ΩM (+ ψ

1 6; 0+ rtbg sg]s

y0l’·) x1l( ) 0� ψ1 ⇀ ..

Bkd]qkx+ |x1l| → )∞+ ]mc ψ1 hr ]krn ] ’vd]j( rnktshnm ne ’0-7(- Ud mnv cdfimd

y1l ; y0l’·( ) 0� ψ1’·� x1l(.

Mnv vd b]m hsdq]sd sgd rokhsshmf ]qftldms sn nas]hm9

’2-04( |ψl � 0|1 ; |ψ0 � 0|1 ) |ψ1 � 0|1 ) |y1l|1 ) n’0(.

’2-05( HM ’ψl( ; HM ’ψ
0( ) HM ’ψ

1( ) HM ’0 ) y1l( ) n’0(.

=f]hm+ he y1l → .+ vd ]qd cnmd- Hmrsd]c+ he y1l � .+ vd b]m qdod]s sgd oqduhntr
oqnbdctqd sn fimc x2l ∈ {.{ · Nc�0 ’|x2l| → )∞+ |x2l � x1l| → )∞(+ y2l ]mc ψ2 hm
G0
- ’ΩM ( ]r adenqd-
Ud ]hl sn rgnv sg]s vd b]m g]ud nmkx ] fimhsd mtladq ne hsdq]shud rsdor- Nm sghr

otqonrd+ vd bk]hl sg]s

hme
ψ∈N

||0� ψ||B0+ (ΩM (
/ ..

vgdqd

E 9;

ψ ∈ 0 )G0

- ’ΩM (.ψ 6; 0. H ′M Zψ[’0� ψ( ; .

.

Hm nqcdq sn oqnud sgd bk]hl vd mnshbd sgd hcdmshsx
∫

ΩM

’0� t1 � u1(’t’0� t(� u1( ;

∫

ΩM

1’t� 0(1 ) 2’t� 0(2 )

)

∫

ΩM

�
2u1’t� 0( ) 1’t� 0(1u1 ) 2’t� 0(2 ) ’t� 0(3 ) u3


.’2-06(

rtbg sg]s+ sg]mjr sn sgd hmdpt]khsx

�1a
∫

ΩM

’0� t(>u0u’w( ≥ �
a1

1

∫

ΩM

|∇u|1 � 1

∫

ΩM

’t’w(� 0(1.
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vd nas]hm

. ; H ′M Zψ[’0� ψ( ≥
∫

ΩM

|∇t|1 ) ’0� a1

1
(

∫

ΩM

|∇u|1 )’2-07(

∫

ΩM

�
2’t� 0(2 ) 2u1’t� 0( ) 1’t� 0(1u1 ) 2’t� 0(2 ) ’t� 0(3 ) u3


.

Eqnl ’2-07( vd fds

�||ψ � 0||2B0+ (ΩM (
) β||ψ � 0||3B0+ (ΩM (

≥ ’0� a1

1
(||ψ � 0||1B0+ (ΩM (

.

]mc sgd bk]hl hr oqnudc-

Nardqud mnv sg]s+ ]r hm ’2-04(+ ]s sgd j,sg rsdo vd vntkc g]ud9

’2-08( |ψl � 0|1 ;
j∑

i90

|ψi � 0|1 ) |yjl|1 ) n’0(.

S]jhmf hmsn ]bbntms sg]s ψi ∈ E + sgd bk]hl hlokhdr sg]s sgd hsdq]shud oqnbdctqd
fimhrgdr hm ] fimhsd mtladq ne rsdor-
Ehm]kkx+ qdb]kk sg]s ax ’1-0(+ Hl’ψ

i( / .- Mnv+ s]jhmf hmsn ]bbntms ’2-05(+

γM ) n’0( ; HM ’ψl( ;

j∑

i90

HM ’ψ
i( ) n’0( ≥ HM ’ψ

i( ) n’0(.

]mc gdmbd HM ’ψ
i( • γM . �

3- Tmhenplix antmcdc dmdpfx rnitshnmr hm UoopnvhlUshmf cnlUhmr

Hm sghr rdbshnm vd oqnud rg]kk oqnud sgd enkknvhmf qdrtks9

Opnonrhshnm 3-0- Sgdqd dwhrsr W rtards D ⊂ ’..
\
1( ne okdhm ldWrtqd rWshrexhmf sgWs)

enq Wmx a ∈ D) sgdqd dwhrsr W rtardptdmbd j 9 C→ C rsqhbskx hmbqdWrhmf rtbg sgWs5

’0( Sgdqd dwhrsr W mnmsqhuhWk fimhsd dmdqfx rnktshnm ψM ne sgd oqnakdl5

ha>u0ψM )∆ψ )
�
0� |ψM |1


ψM ; . nm Ωj(M(.
ψM ; 0 nm >Ωj(M(.

’1( E’ψM ( •L enq rnld onrhshud bnmrsWms L ;L’a( hmcdodmcdms ne M ∈ C-
’2( HSj(M(’ψM ( • γj(M(’a(-

’3( hmc’ψM ( • 0.

Nmd ne sgd jdx onhmsr gdqd hr sg]s hm ’1( sgd dmdqfx hr antmcdc tmhenqlkx hm M - Sghr
vhkk ad drrdmsh]k k]sdq vgdm o]rrhmf sn sgd khlhs ]r M → )∞-

Hm ] fiqrs rtardbshnm vd vhkk fhud ]m ]arsq]bs qdrtks+ vghbg hr a]rhb]kkx vdkk,jmnvm ats
l]xad mns hm sghr rodbhfib enql- J]sdq vd vhkk ]ookx sg]s qdrtks sn oqnud Oqnonrhshnm
3-0-
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3-0- Dmdpfx Ymc Lnprd hmcdw antmcr- Dmdqfx antmcr nm O]k]hr,Rl]kd rdptdmbdr
uh] lnmnsnmhbhsx ’]krn b]kkdc lnmnsnmhbhsx sqhbj ]qftldms(+ hr ] snnk fiqrs cduhrdc hm
Z36[ sg]s g]r addm trdc l]mx shldr rhmbd sgdm+ ]ookhdc sn ] vhcd u]qhdsx ne oqnakdlr-
Gdqd vd mddc sn ]c]os sghr ]qftldms sn nas]hm tmhenql antmcr hm M + enq ] rtardptdmbd
j’M(- Lnqdnudq+ vd vhkk ]krn trd Lnqrd hmcdw antmcr enq O]k]hr,Rl]kd rdptdmbdr+ hm
sgd rohqhs ne Z08+ 1.[- Enq sgd r]jd ne bnlokdsdmdrr+ vd rs]sd ]mc fhud ] oqnne ne ] fdmdq]k
qdrtks hm sghr rtardbshnm-

Opnonrhshnm 3-1- Ids S ad W AWmWbg roWbd Wmc A) A 9 S → N svn B0 etmbshnmWkr-
;rrtld sgWs dhsgdq A’ψ( ≥ . nq A’ψ( ≥ . enq Wkk ψ ∈ S- Enq Wmx a ∈ I ⊂ N)- ) vd
cdfimd HS 9 S → N)

HS’ψ( ; A’ψ(� aA’ψ(.

Ud Wrrtld sgWs sgdqd Wqd svn onhmsr ψ-.ψ0 hm S) rtbg sgWs rdsshmf

� ; {f ∈ B’Z.. 0[. S(. f’.( ; ψ-. f’0( ; ψ0{.

sgd enkknvhmf rsqhbs hmdptWkhsx gnkcr enq Wkk a ∈ I 5

γ’a( ; hme
d∈�

l]w
s∈Z-,0[

HS’f’s(( / l]w{HS’ψ-(. HS’ψ0({.

Sgdm sgd enkknvhmf Wrrdqshnmr gnkc sqtd5

’0( He A ≥ .) γ hr cdbqdWrhmf- He hmrsdWc A ≥ .) sgdm sgd lWo σ’a( ; γ(S(
S hr cdbqdWr,

hmf- ;r W bnmrdptdmbd) ansg sgd lWor γ. σ Wqd Wklnrs dudqxvgdqd ch�dqdmshWakd-
’1( Ids a ∈ I ) a / .) ad W onhms ne ch�dqdmshWahkhsx ne γ- Sgdm) sgdqd dwhrsr W

rdptdmbd {ψl{ rtbg sgWs

’]( HS’ψl(→ γ’a()
’a( ’HS(′’ψl(→ . hm S�0) Wmc
’b( chrs’ψl. Fl(→ .) vgdqd

Fl ; {ψ ∈ S 9 A’ψ( • �γ′’a( ) 0<m. A’ψ( • γ’a(� γ′’a(a)
0

m
{.

’2( Ids tr cdfimd) enq Wmx δ / .) sgd rdsr

’3-0(

Eδ ; {ψ ∈ S 9 |HS’ψ(� γ’a(| , 1δ{.

Fδ ; {ψ ∈ S 9 A’ψ( , �γ′’a( ) δ. A’ψ( , �a1σ′’a( ) δ{.

Gδ ; {ψ ∈ Eδ 9 chrs’ψ. Fδ( , 1δ{.

Ids tr Wrrtld sgWs A Wmc A Wqd tmhenqlkx B1,� etmbshnmWkr hm Gδ enq rnld
δ / .- Sgdm hm (1( vd bWm bgnnrd ψl rWshrexhmf Wkrn sgWs5

c( Sgdqd dwhrsr W rdptdmbd δl , .) δl → .) rtbg sgWs

rto{chlX 9 X ⊂ S khmdWq rtaroWbd 9 ’HS(′′’ψl(’φ.φ( • δl|φ|1 ∀ φ ∈ X { • 0.
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QdlYpi 3-2- Mardqud sgWs) hm fdmdqWk) sgdqd dwhrs (OP( rdptdmbdr enq HS enq Wmx a ∈ I :
rdd enq hmrsWmbd Z0+ 37[- Sgd Wanud oqnonrhshnm rgnvr sgWs) enq Wklnrs Wkk uWktdr a ∈ I )
sgdqd dwhrs (OP( rdptdmbdr enq HS sgWs rWshrex Wkrn bnmchshnm b(- Sghr dwsqW bnmchshnm b(
bWm ad trdetk hm nqcdq sn rgnv bnmudqfdmbd ne sgd (OP( rdptdmbd- Enq hmrsWmbd) he dhsgdq
A nq A hr bndqbhud) Oqnonrhshnm 3-1 hlokhdr sgd dwhrsdmbd ne antmcdc (OP( rdptdmbdr)
vghbg hr Wm hlonqsWms hmenqlWshnm hm nqcdq sn cdqhud bnmudqfdmbd- Sghr hr sgd qdrtks ne
Z22[-
;rrdqshnm (2( bnldr eqnl Z08+ 1.[ Wmc fhudr Wkrn W Lnqrd hmcdw antmc ne sgd (OP(

rdptdmbd- Sgd nmkx mnudksx hr sgWs vd gWud Wrrtldc tmhenql B1,� qdftkWqhsx nm sgd rds
Gδ- He A nq A hr bndqbhud) hs rtfibdr sn gWud tmhenql B1,� drshlWsdr nm antmcdc rdsr-

Oqnne- Sgd oqnne ne ’0( hr hmldch]sd- Hmcddc+ he A ≥ .+ HS’t( hr cdbqd]rhmf hm a- Rhmbd
sgd e]lhkx � hr hmcdodmcdms ne a+ vd g]ud sg]s γ hr cdbqd]rhmf- Hmrsd]c+ he A ≥ .+ sgdm

sgd dwoqdrrhnm HN(t(
S hr cdbqd]rhmf hm a+ ]mc vd bnmbktcd-

Hm ]mx ne sgd svn b]rdr+ sgd l]or γ+ σ ]qd chffdqdmsh]akd hm ] rds D ⊂ I ne okdhm
ld]rtqd-
Hm nqcdq sn oqnud ’1(+ vd ]qd k]qfdkx hmrohqdc ax Z22[- Ud fiqrs rs]sd ]mc oqnud sgd

enkknvhmf kdll]9

KdllY 3-3- Ids a ∈ D) a / .) sgdm sgdqd dwhrsr fl ∈ � rtbg sgWs

’0( l]ws∈Z-,0[ H
S’fl’s((→ γS-

’1( Sgdqd dwhrsr ρl / .) ρl → . rtbg sgWs enq Wkk s ∈ Z.. 0[ vhsg HS’fl’s(( ≥ γ’a(� 0
l )

vd gWud5

A’fl’s(( • �γ′’a( ) ρl. A’fl’s(( • �a1σ′’a( ) ρl.

Oqnne ne sgd kdllW- S]jd al ∈ I ]m hmbqd]rhmf rdptdmbd bnmudqfhmf sn a- Enq ]mx
m ∈ C+ sgdqd dwhrsr fl ∈ � rtbg sg]s l]ws∈Z-,0[ H

Sk’fl’s(( • γ’al( ) |al � a|1-
He A ≥ . vd g]ud sg]s9

l]w
s∈Z-,0[

HS’fl’s(( • l]w
s∈Z-,0[

HSk’fl’s(( • γ’al( ) |al � a|1 → γ’a(.

Hmrsd]c+ he A ≥ .+

l]w
s∈Z-,0[

HS’fl’s(( •
a

al
l]w
s∈Z-,0[

HSk’fl’s(( •
a

al
’γ’al( ) |al � a|1(→ γ’a(.

Ud mnv s]jd s ∈ Z.. 0[ rtbg sg]s HS’fl’s(( ≥ γ’a(� |a� al|1- Sgdm9

A’fl’s(( ;
HSk’fl’s((� HS’fl’s((

a� al

• γ’al( ) |al � a|1 � γ’a( ) |al � a|1

a� al
→ �γ′’a(.

Lnqdnudq+

khl rto
l→)∞

A’fl’s(( ; khl rto
l→)∞

HS’fl’s(( ) aA’fl’s(( • γ’a(� aγ′’a(.

Hs rtflbdr sgdm sn s]jd al ; a� 0\
l
.
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�

Pdb]kk mnv sgd cdfimhshnmr ne Eδ+ Fδ ]mc Gδ fhudm hm ’3-0(- Ax sgd oqduhntr kdll]
sgd rds Eδ ∩Fδ hr mns dlosx9 hmcddc+ sgd btqudr fl o]rr sgqntfg Eδ ∩Fδ enq rtflbhdmskx
k]qfd m - Oqnonrhshnm 3-1+ ’1( hr oqnudc he vd rgnv sg]s enq ]mx δ / .+

hme{|’HS(′’ψ(| 9 ψ ∈ Gδ{ ; ..

Ud ]qftd ax bnmsq]chbshnm+ ]mc ]rrtld sg]s sgdqd dwhrsr δ / . rtbg sg]s hme{|’HS(′’ψ(| 9
ψ ∈ Gδ{ ≥ δ / .- = bk]rrhb]k cdenql]shnm ]qftldms rgnvr sg]s sgdqd dwhrsr ε / .+
η ∈ B’Z.. 0[·S 9 S( rtbg sg]s9

h( η’r.ψ( ; ψ he r ; .+ |HS’ψ(� γ’a(| / 1ε nq chrs’ψ. Fδ( / 1δ-
hh( HS’η’0.ψ(( • γ’a(� ε enq ]kk ψ ∈ Fδ vhsg H

S’ψ( • γ’a( ) ε-
hhh( η’r. ·( hr ] gnldnlnqoghrl ne S-
hu( |η’r.ψ(� ψ| , δ+
u( HS’η’r.ψ(( • HS’ψ( enq ]kk ψ ∈ S-

Sgd dwhrsdmbd ne sgd ]anud cdenql]shnm b]m ad entmc hm Z37+ Jdll] 1-2[+ enq hmrs]mbd-
=bst]kkx ntq mns]shnm hr bnlo]shakd vhsg sg]s qdedqdmbd+ rdsshmf R ; Fδ+ ]mc s]jhmf
ε ; δ1<7+ enq hmrs]mbd-

Ud mnv s]jd m k]qfd dmntfg ]mc sgd btqud fl fhudm ax sgd kdll]- He HS’fl’s(( ,
γ’a(� 0

l + ax a(+ vd g]ud sg]s H
S’η’0. fl’s((( , γ’a(� 0

l - Hm nm sgd bnmsq]qx+ H
S’fl’s(( ≥

γ’a(� 0
l + vd b]m bnlahmd sgd kdll] vhsg hh( sn bnmbktcd sg]s H

S’η’0. fl’s((( • γ’a(�ε-
=r ] bnmrdptdmbd+

l]w
s
HS’η ◦ fl’s(( , γ’a(.

] bnmsq]chbshnm-

Enq sgd oqnne ne ’2( ne Oqnonrhshnm 3-1+ vd trd Sgdnqdl 0 ne Z08[ sn ntq rdptdmbd ne
o]sgr fl- Hs hr hlonqs]ms sn onhms nts sg]s+ hm ntq rdsshmf+ sgd tmhenql B1,� qdftk]qhsx
]rrtloshnm hm Z08[ hr mddcdc nmkx hm sgd rds Gδ cdfimdc ]anud- Hmcddc+ sgd oqnne ne
Sgdnqdl 0-ahr ne Z08[ ’o]fdr 82,83( nmkx mddcr ] tmhenql B1,� antmc+ hmcdodmcdms ne
m+ hm ] bdqs]hm a]kk A’fl’s(. 1δ́(+ vgdqd |HS’fl’s(( � γ’a(| • έ+ enq rnld δ́ / .+ έ / .-
Nardqud sg]s ax Jdll] 3-3+ rtbg a]kk hr bnms]hmdc hm Gδ+ vhsg ] rths]akd bgnhbd ne sgd
bnmrs]msr-
Ehm]kkx+ rhmbd ax Z08[ c’ψl. flZ.. 0[( → . ]mc HS’ψl( → γ’a(+ ]f]hm Jdll] 3-3 hl,

okhdr sg]s ψl ∈ Gδ enq k]qfd m- Ax ] ch]fnm]k ]qftldms+ vd b]m s]jd ψl rtbg sg]s
c’ψl. Fl(→ .-

�

3-1- Opnne ne Opnonrhshnm 3-0- = chqdbs ]ookhb]shnm ne sgd ]anud qdrtksr sn ntq rds,
shmf+ bnlahmdc vhsg Oqnonrhshnm 2-2+ xhdkcr sgd dwhrsdmbd ne fimhsd dmdqfx rnktshnmr hm
]mx cnl]hm ΩM + enq ]klnrs ]kk u]ktdr ne a- Sgd oqnakdl gdqd hr sg]s sgd dmdqfx ne
sgnrd rnktshnmr bntkc chudqfd he vd l]jd M → )∞- Hm nqcdq sn nas]hm tmhenql antmcr
hmcdodmcdms ne sgd o]q]ldsdq M + vd mddc ] lnqd rtaskd ]ookhb]shnm ne Oqnonrhshnm 3-1-

Cdfimd9
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’0( S ; 0 ) G0
- ’ΩM (+ vghbg hr ]m ]flmd A]m]bg ro]bd+ enq vghbg Oqnonrhshnm 3-1

]krn gnkcr:
’1( A’ψ( ; E’ψ(+ vghbg hr onrhshud ]mc bndqbhud:
’2( A’ψ( ; N’ψ(+ sgd lnldmstl:
’3( I ; ’a-.

\
1( enq ] fiwdc u]ktd a- / .-

Enq M ≥ M- sgd etmbshnm]k H
S
M g]r ] lhm,l]w fdnldsqx ’rdd Oqnonrhshnm 2-0(: qdb]kk

sg]s γM ’a( / . hr sgd etmbshnm sg]s ]rrnbh]sdr sn ] roddc a ∈ I sgd lhm,l]w u]ktd ne

HSM - Bkd]qkx+ σM ’a( ;
γM (S(
S hr cdbqd]rhmf hm a ]r Oqnonrhshnm 3-1 rgnvr- Ax Oqnonrhshnm

3-1+ sgdqd dwhrsr ] antmcdc ’OR( rdptdmbd hm G0
- ’ΩM ( ]s kdudk γM ’a(- Oqnonrhshnm 2-2

xhdkcr sgdm sgd dwhrsdmbd ne ] rnktshnm ψM vhsg9

HSM ’ψM ( • γM ’a(. E’ψM ( ; A’ψM ( • �a1σ′
M ’a(.

Rhmbd A hr bndqbhud+ gdqd sgd rds Gδ hr tmhenqlkx antmcdc+ ]mc H hr bkd]qkx tmhenqlkx
B1,� hm antmcdc rdsr- Ax Oqnonrhshnm 3-1+ 2(+ vd g]ud sg]s9

rto{chlX 9 X ⊂ G0
- ’ΩM ( 9 ’H

S
M (

′′’ψM (’φ.φ( , . ∀ φ ∈ X { • 0.

Ud ]qd mnv bnmbdqmdc vhsg o]rrhmf sn sgd khlhs ]r M → )∞- Hm nqcdq sn bnmsqnk
sgd dmdqfx ne sgd rnktshnmr ψM + vd qd]rnm ]r enkknvr-
Pdb]kk Oqnonrhshnm 2-0+ a(+ ]mc sg]s σM ’a( hr cdbqd]rhmf hm a: sgdm+ enq M ≥ M-+

’3-1(
χ’a-(

a-
≥ γM ’a-(

a-
≥ γM ’a-(

a-
� γM ’a(

a
≥

∫ S

S+

|σ′
M ’r(| cr.

Jds tr mnv cdfimd sgd rdsr

CM,L ; {a ∈ ’a-.
\
1( 9 σM hr mns chffdqdmsh]akd nq |σ′

M ’a(| / L{.
enq ]kk M + L ∈ C+ M ≥ M-- Bkd]qkx sgd rdsr CM,L ]krn cdodmc nm a-+ ats vd ]unhc sn
l]jd sg]s cdodmcdmbd dwokhbhs hm sgd mns]shnm enq sgd r]jd ne bk]qhsx-
Ax ’3-1(+ vd g]ud sg]s

|CM,L | • χ’a-(

a-L
.

Sgd enkknvhmf bk]hl hr sgd jdx sn ad ]akd sn o]rr sn sgd khlhs enq dmk]qfhmf rk]ar
oqdrdquhmf antmcdc dmdqfx-

BkYhl9 Sgd rds C’a-( cdfimdc ]r9

C’a-( ; ∩L∈C PM≥M+ ∩j≥MCj,L

g]r . ld]rtqd-

Hmcddc+ sgd rdsr ∩j≥MCj,L ]qd hmbqd]rhmf hm M + ]mc ]kk ne sgdl r]shrex sg]s g]ud

ld]rtqd rl]kkdq sg]m χ(S+(
S+L

- Gdmbd sgd r]ld drshl]sd vnqjr ]krn enq sgd tmhnm hm M -

Mnv+ C’a-( hr ] rds fhudm ax ]m hmsdqrdbshnm ne rdsr ne ld]rtqd
χ(S+(
S+L

+ L ∈ C+ rn sg]s
C’a-( g]r . ld]rtqd-

Ehm]kkx+ vd b]m rds
C ; P)∞

l90C’0<m(.
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vghbg g]r ]krn . ld]rtqd-

Jds tr cdfimd D ; ’..
\
1( \ C+ ]mc s]jd a ∈ D- Ud b]m fiw m ∈ M rtbg sg]s

a- ; 0<m , a+ ]mc a <∈ C’a-(- Sgdm+ sgdqd dwhrsr L’a( ]mc ] rtardptdmbd j’M( rtbg
sg]s |σ′

j(M(’a(| •L’a(- Ax Oqnonrhshnm 3-1+ enq ]mx ne sgdrd rk]ar Ωj(M( sgdqd dwhrsr ]

O]k]hr,Rl]kd rdptdmbd vhsg antmcdc dmdqfx- =bbnqchmf sn Oqnonrhshnm 2-2+ sghr fhudr
qhrd sn ] rnktshnm ψj(M( ∈ 0 )G0

- ’Ωj(M(( rtbg sg]s9

HSj(M(’ψj(M(( • γj(M(’a(. E’ψj(M(( •L’a(a1.

Sghr bnmbktcdr sgd oqnne ne Oqnonrhshnm 3-0-

4- Opnne ne Sgdnpdl 0,0

Hm uhdv ne Oqnonrhshnm 3-0+ vd ]hl sn bnmbktcd sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-0 ax o]rrhmf
sn sgd khlhs- Sghr hr hmcddc onrrhakd sg]mjr sn Jdll] 1-0- Gnvdudq+ vd mddc sn
e]bd svn chflbtkshdr9 u]mhrghmf ne rnktshnmr ’sg]s hr+ sgd khlhs rnktshnm hr sqhuh]k( ]mc
bnmbdmsq]shnm md]q sgd antmc]qx ’sg]s hr+ sgd khlhs rnktshnm hr cdfimdc hm ] g]ke,ro]bd(-
Sgd otqonrd ne sghr rdbshnm hr sn dwbktcd ansg rbdm]qhnr-
Mdws qdrtks cd]kr vhsg sgd ptdrshnm ne u]mhrghmf ]mc hr ]bst]kkx ] udqrhnm ne Oqnon,

rhshnm 1-3 ne Z7[ ]c]osdc sn oqnakdl ’0-7(-

Opnonrhshnm 4-0- Ids ψ ad W mnmsqhuhWk fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-7( vhsg . , a ,
\
1)

sgdm

|0� |ψ||I∞(ΩM ( ≥
1

4
’0� a\

1
(.

Sgd oqnne hr ]bst]kkx sgd r]ld ]r hm Z7[+ vhsg nmd chffdqdmbd9 vgdm hmsdfq]shmf ax
o]qsr+ sgd ]tsgnqr trd sgd cdb]x drshl]sdr ne sgd rnktshnmr sn ]unhc bnmsqhatshnmr eqnl
hmfimhsx+ ]mc sgnrd drshl]sdr ]qd ]u]hk]akd nmkx enq sgd Dtbkhcd]m ro]bd b]rd- Hmrsd]c+
gdqd vd trd hmsdfq]ahkhsx antmcr-
Hm ntq ]qftldms vd vhkk trd kheshmfr ne sgd rnktshnmr+ sg]s hr+ vd vqhsd ψ ; ρdgθ- Sgd

dwhrsdmbd ne kheshmfr hr ]kv]xr ft]q]msddc+ enq hmrs]mbd+ he |ψ’w(| 6; . enq ]kk w-

4-0- Kheshmfr enp rnktshnmr hm ΩM vhsgnts unpshbdr- Ud bnmrhcdq gdqd rnktshnmr
vhsgnts unqshbdr+ h-d- sg]s cn mns u]mhrg- Sgd dmdqfx cdmrhsx hr fhudm ax sgd enkknvhmf
enqltk]

d’ρ. θ( ;
0

1

�
|∇ρ|1 ) |∇θ|1ρ1


)
0

3

�
0� |ρ|1

1

]mc sgd ]rrnbh]sdc dmdqfx hr

E’ρ. θ( 9;
∫

ΩM

d’ρ. θ(

Ax trhmf sgd e]bs sg]s ψ ; ρdgθ hr ] rnktshnm ne ’0-2(+ ρ. θ etkfikk sgd enkknvhmf rxrsdl ne
dpt]shnmr

’4-0(






a

1
>u0ρ

1 )∇ · ’ρ1∇θ( ; ..

aρ>u0θ �∆ρ� ρ’0� ρ1( ) ρ|∇θ|1 ; ..
.
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Sgd enkknvhmf onhmsvhrd hmdpt]khsx ’Jdll] 1-2 hm AFR(

’4-1(
∣∣’ρ1 � 0(>u0θ

∣∣ •
\
1

ρ
d’ρ. θ(

sg]s gnkcr enq ]qahs]qx B0 rb]k]q etmbshnm sg]s b]m ad vqhssdm ]r ψ ; ρdgθ ’mns mdbdrr]qx
adhmf ] rnktshnm( ]qd bqtbh]k hm sgd rdptdk-

KdllY 4-1- Ids ψ ad W unqsdwkdrr fimhsd dmdqfx rnktshnm hm ΩM ) sgdm 0�ρ Wmc θ adknmf
sn G0

- ’ΩM (-

Oqnne- Jds tr mnshbd sg]s enq ] unqsdwkdrr fimhsd dmdqfx rnktshnm

’4-2( E’ψ( ; 0

1

∫

ΩM

|∇ρ|1 ) ρ1|∇θ|1 , )∞

vghbg hlokhdr+ ax ld]mr ne Onhmb]qd̀ hmdpt]khsx+ sg]s ρ�0 ∈ G0
- ’ΩM (- Rhmbd∇ρ antmcdc

hm K∞ ’ax Jdll] 1-0(+ nmd bnmbktcdr sg]s ρ’w( → 0 tmhenqlkx ]r |w| → )∞- Gdmbd
ρ’w( ≥ ρ- / . enq ]kk w ∈ ΩM - =f]hm ax ’4-2(+ ∇θ ∈ K1’ΩM (- Sn bnmbktcd sgd oqnne vd
rg]kk oqnud sg]s θ ; . nm >ΩM vghbg vhkk ]kknvr sn trd Onhmb]qd̀ hmdpt]khsx-

Jds tr ]rrtld sg]s θ ; . he w0 ; �M ]mc sg]s θ ; 1π he w0 ; M - Enq ]mx zw ∈ Nc�0
sgdqd dwhrsr x ∈ ’�M.M( rtbg sg]s t’x. zw( ; .- Ud fds

0 ; |t’x. zw(� t’�M. zw(|1 ;
∣∣∣∣

∫ x

�M
>u0t’r. zw(cr

∣∣∣∣
1

• 1M

∫ M

�M
|>u0t’r. zw(|

1 cr.

Ax Etahmh vd fds
∫

ΩM

|>u0t|
1 ;

∫

Nc�0

∫ M

�M
|>u0t’r. zw(|

1 cr


czw ; )∞.

vghbg hlokhdr sg]s sgd dmdqfx hr hmfimhsx-
�

Eqnl ’4-0( vd cdqhud sgqdd trdetk hcdmshshdr sg]s ]qd hlonqs]ms hm sgd rdptdk- Sgdrd
hcdmshshdr g]ud addm rs]akhrgdc hm Z7+ Jdll]r 1-7+ 1-0.[ enq rnktshnmr hm sgd vgnkd
dtbkhcd]m ro]bd9 gdqd vd ]c]os sgdrd ]qftldmsr sn sgd oqnakdl hm sgd cnl]hm ΩM -

KdllY 4-2- Ids ψ ad W unqsdwkdrr fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-7(- Sgdm5

’4-3( N’ψ( ; 0

1

∫

ΩM

’0� ρ1(>u0θ.

’4-4( aN ;

∫

ΩM

ρ1|∇θ|1.

’4-5(

∫

ΩM

�
1ρ|∇ρ|1 ) ρ’0� ρ1(1


; a

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(>u0θ )

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(|∇θ|1.
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Oqnne- Rsq]hfgsenqv]qc bnlots]shnm fhudr

N’ψ( ; 0

1

∫

ΩM

>u0’ρ rhm θ(� ρ1>u0θ ;
0

1

∫

ΩM

>u0’ρ rhm θ � θ( ) ’0� ρ1(>u0θ.

Ud vhkk oqnud sg]s

ΩM

>u0’ρ rhm θ � θ( ; .- Sg]mjr sn Jdll] 4-1 ψ0 ; ’0 � ρ1(>u0θ

hr hmsdfq]akd hm ΩM ]mc gdmbd vd cdqhud sg]s ψ1 ; >u0’ρ rhm θ� θ( hr hmsdfq]akd ]r vdkk-
Ax hmsdfq]shnm ax o]qsr snfdsgdq vhsg Jdll] 4-1 vd fds

∫

ΩM

ψ1 ;

∫

/ΩM

’ρ rhm θ � θ( η0 ; ..

Sn fds ’4-4( vd ltkshokx sgd fiqrs dpt]shnm ne ’4-0( ax θ ]mc vd hmsdfq]sd hm ΩM,L +
cdfimdc ]r

ΩM,L ;
{
w ∈ Nc. �M , w0 , M. |wi | , L. 1 • i • c

}
⊂ ΩM .

Ax hmsdfq]shmf ax o]qsr vd nas]hm9

a

1

∫

ΩM�/

’0� ρ1(>u0θ �
∫

ΩM�/

ρ1|∇θ|1

;

∫

/ΩM�/

θ
 a
1
’0� ρ1(η0 � ρ1∇θ · η


.

Nardqud sg]s ax Jdll] 4-1 ]kk etmbshnmr hmunkudc hm sgd dwoqdrrhnm ]anud adknmf sn
K0’ΩM (+ ]mc qdb]kk sg]s θ ; . nm >ΩM - Sgdm+ sgdqd dwhrsr ] rdptdmbd Ll rtbg sg]s

khl
l→∞

∫

/ΩM�/k

θρ1∇θ · η ; ..

Sghr oqnudr ’4-4(-
Ax ltkshokxhmf sgd rdbnmc dpt]shnm ne ’4-0( ax ρ1� 0 ]mc hmsdfq]shmf nudq ΩM,L ax

o]qsr vd nas]hm
∫

ΩM�/

�
1ρ|∇ρ|1 ) ρ’0� ρ1(1


)

∫

/ΩM�/

’0� ρ1(∇ρ · η ;

; a

∫

ΩM�/

ρ’0� ρ1(>u0θ )

∫

ΩM�/

ρ’0� ρ1(|∇θ|1.

=f]hm ax Jdll] 4-1+ ]kk etmbshnmr hmunkudc hm sgd ]anud dwoqdrrhnm adknmf sn K0’ΩM (-
Gdmbd vd b]m fimcd ] rdptdmbd Ll rtbg sg]s

khl
l→∞

∫

/ΩM�/k

’0� ρ1(∇ρ · η ; ..

Sghr oqnudr ’4-5( o]rrhmf sn sgd khlhs- �
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4-1- Opnne ne Opnonrhshnm 4-0- Jds tr b]kk δ ; ||0� |ψ|||I∞(ΩM (- He δ /
0
1 /

1
4’0�

S\
1
(

sgdqd hr mnsghmf sn oqnud- Jds tr rtoonrd gdmbd sg]s δ , 0
1 vghbg hlokhdr sg]s ρ’w( ≥

0� δ / 0
1 enq ]mx w ∈ ΩM - Hm o]qshbtk]q ψ ]clhsr ] kheshmf ψ ; ρdgθ- Ud mnshbd sg]s

3’0� δ(

∫

ΩM

0

1
|∇ρ|1 ) 0

3

�
0� |ρ|1

1

•

∫

ΩM

1ρ|∇ρ|1 ) ρ
�
0� |ρ|1

1

]mc sg]mjr sn ’4-5( vd fds

’4-6(

∫

ΩM

d’ρ. θ( • 0

3’0� δ(

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(
�
a>u0θ ) |∇θ|1


)
0

1

∫

ΩM

ρ1|∇θ|1

Sgd rsq]sdfx hr sn drshl]sd q-g-r ne ’4-6( trhmf sgd onhmsvhrd antmc fhudm ax ’4-1(- Ud
g]ud+ sg]mjr sn ’4-4( ]mc ’4-1(

a

3’0� δ(

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(>u0θ )
0

1

∫

ΩM

ρ1|∇θ|1 •

( \
1a

3’0� δ(
)

\
1a

3

)∫

ΩM

d’ρ. θ(

]mc gdmbd

a

3’0� δ(

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(>u0θ )
0

1

∫

ΩM

ρ1|∇θ|1 • a\
1’0� δ(

∫

ΩM

d’ρ. θ(.

Mnv vd bk]hl sg]s

’4-7(

∣∣∣∣

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(|∇θ|1
∣∣∣∣ • 5δ

∫

ΩM

d’ρ. θ(

rtbg sg]s vd nas]hm∫

ΩM

d’ρ. θ( • ’
a\

1’0� δ(
)

2δ

1’0� δ(
(

∫

ΩM

d’ρ. θ(.

Sgd e]bs sg]s d’ρ. θ( ≥ . ]mc sg]s 0� ’ S\
1(0�δ( )

2δ
1(0�δ(( • . he δ ≥ 1

4’0�
S\
1
( bnmbktcdr

sgd oqnne- Mnv vd oqnud bk]hl ’4-7(- Mnshbd sg]s
∣∣∣∣

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(|∇θ|1
∣∣∣∣ • δ

∫

ΩM

ρ’0 ) ρ(|∇θ|1.

Mnv+ ρ’0 ) ρ( • 2ρ1 he ρ ≥ 0
1 + rtbg sg]s sg]mjr sn ’4-4(∣∣∣∣

∫

ΩM

ρ’0� ρ1(|∇θ|1
∣∣∣∣ • 2δ

∫

ΩM

ρ1|∇θ|1 • 2δa

1

∫

ΩM

’0� ρ1(>u0θ • 2
\
1δa

∫

ΩM

d’ρ. θ(.

Sgd oqnne ne sgd bk]hl dmcr mnshbhmf sg]s . , a ,
\
1-

4-2- Bnmbktrhnm ne sgd opnne ne Sgdnpdl 0-0- S]jd a ∈ D+ a- ∈ ’.. a( ]mc M-

fhudm ax Oqnonrhshnm 2-0-
Ax Oqnonrhshnm 4-0+ sgdqd dwhrsr ξM rtbg sg]s |ψj(M(’ξM (� 0|� .+ vgdqd ψj(M( ]qd

sgd rnktshnmr fhudm ax Oqnonrhshnm 3-0- Ud bnmrhcdq mnv ] ro]bd sq]mrk]shnm cdfimhmf
zψj(M(’w( ; ψj(M(’w� ξM (- Nardqud sg]s sgd tmhenql antmcr ne Jdll] 1-0 ]kknv tr sn

trd =rbnkh,=qydk]̀ Sgdnqdl enq sgd rdptdmbd zψj(M(+ vghbg bnmudqfdr knb]kkx sn ] bdqs]hm
etmbshnm ψS-
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He c’ξM . >Ωj(M((→ )∞+ sgd khlhs etmbshnm ψS hr ] mnmsqhuh]k rnktshnm ne ’0-2( hm Nc-
Lnqdnudq+ ax E]snt Jdll]+ E’ψS( hr fimhsd- Ehm]kkx+ ]f]hm ax E]snt kdll] ]mc ’1-0(+

H’ψS( ;
0

c� 0

c∑

i91

∫
|>uiψS|1 •

0

c� 0
khl hme
M→)∞

c∑

i91

∫
|>ui

zψj(M(|1

; khl hme
M→)∞

Hj(M(’ψj(M(( • khl hme
M→)∞

γj(M(’a( • χ’a-(.

Sghr rgnvr sgd u]khchsx ne Sgdnqdl 0-0 hm sghr b]rd-
=rrtld mnv sg]s c’ξM . >Ωj(M(( hr antmcdc- To sn ] rtardptdmbd+ sgd khlhs etmbshnm

ψS hr ] mnmsqhuh]k rnktshnm ne ’0-2( cdfimdc hm ] g]ke,ro]bd {w ∈ Nc 9 w0 / �l{ nq
{w ∈ Nc 9 w0 , l{+ enq rnld l / .+ ]mc vhsg antmc]qx bnmchshnm ψS ; 0- =f]hm ax
E]snt Jdll]+ E’ψS( hr fimhsd- Hm mdws oqnonrhshnm vd qtkd nts sghr onrrhahkhsx+ ]mc sghr
bnmbktcdr sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-0-

Opnonrhshnm 4-3- Ids ψ ad W fimhsd dmdqfx rnktshnm ne sgd oqnakdl5

’4-8(
ha>u0ψ )∆ψ )

�
0� |ψ|1


ψ ; . nm Nc).
ψ ; 0 nm >Nc).

vgdqd a ∈ N Wmc Nc) ; {w ∈ Nc 9 w0 / .{. Sgdm ψ ; 0-

Oqnne- Sgd oqnne enkknvr vdkk,jmnvm hcd]r sg]s c]sd a]bj sn Z07[- He ψ hr ] fimhsd dmdqfx
rnktshnm+ sgdm ∇ψ ]mc ’0 � |ψ|1( ]qd etmbshnmr hm K1’Nc)(- Rhmbd ψ hr hm K∞’Nc)( ]mc
hr ] rsqnmf rnktshnm+ rs]mc]qc qdftk]qhsx qdrtksr ]kknv tr sn bnmbktcd sg]s C1ψ adknmfr
sn K1’Nc)(- Gdmbd vd b]m ltkshokx dpt]shnm ’4-8( ax >u0ψ ]mc hmsdfq]sd ax o]qsr+
nas]hmhmf9

a

∫

Nc
�

}h>u0ψ. >u0ψ〉 ; .:

∫

Nc
�

}∆ψ. >u0ψ〉 ;
∫

/Nc
�

}’∇ψ · ν(. >u0ψ〉�
∫

Nc
�

0

1
>u0

�
|∇ψ|1



; �
∫

/Nc
�

|>u0ψ|1 )
0

1

∫

/Nc
�

|>u0ψ|1 ; �
0

1

∫

/Nc
�

|>u0ψ|1:

∫

Nc
�

�
0� |ψ|1


}ψ. >u0ψ〉 ; �

0

3

∫

Nc
�

>u0
�
’0� |ψ|1(1


; ..

Sgdrd bnlots]shnmr hlokx sg]s9

∫

/Nc
�

|>u0ψ|1 ; ..

Hm nsgdq vnqcr+ >u0ψ ; . hm >Nc)- Ax tmhptd bnmshmt]shnm+ vd bnmbktcd sg]s ψ ; 0-
�
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5- Opnne ne Sgdnpdl 0,1

Hm sghr rdbshnm vd oqnud sgd bnlo]bsmdrr bqhsdqhnm fhudm hm 0-1- Ud rs]qs ax sgd
enkknvhmf qdrtks+ vghbg hr hmcdodmcdms ne sgd chldmrhnm9

Opnonrhshnm 5-0- Ids c ; 1 nq 2) al → a) al ∈ D vgdqd sgd rds D hr fhudm ax Sgdnqdl
.-.- Ids ψl ad sgd rdptdmbd ne rnktshnmr oqnuhcdc ax sgWs sgdnqdl- Sgdm sgdqd dwhrsr
ξl ∈ Nc rtbg sgWs ψl’·�ξl( bnmudqfdr knbWkkx hm B

j (to sn W rtardptdmbd( sn W mnmsqhuhWk
rnktshnm ψ- ne ’0-2(-

Oqnne- Jds ψ ad ] mnmsqhuh]k fimhsd dmdqfx rnktshnm ne ’0-2( vhsg . , a ,
\
1- Sgdm

sgdqd dwhrsr ε ; ε’a( / . rtbg sg]s

’5-0( |0� |ψ||I∞(Nc( ≥ ε.

Rs]sdldms ’5-0( hr itrs Oqnonrhshnm 1-3 ne Z7[- Bnlo]qd hs vhsg Oqnonrhshnm 4-0+ vghbg
hr mnsghmf ats hsr udqrhnm enq oqnakdl ’0-7( ’vhsg ] rkhfgs bg]mfd ne sgd bnmrs]msr(-
Sgdm+ sgdqd dwhrsr ξl rtbg sg]s |0 � |ψl’ξl(|| / ε enq rnld fiwdc ε / .- Ax Jdll]

1-0 vd b]m trd =rbnkh,=qydk]̀ Sgdnqdl sn nas]hm sg]s ψl’·� ξl( bnmudqfdr knb]kkx hm B
j

sn ] mnmsqhuh]k rnktshnm ψ- ne ’0-2(-
�

Sgd l]hm oqnakdl sn bnmbktcd sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-1 nq 0-2 hr sn ]rrtqd sg]s
ψ- g]r fimhsd dmdqfx- Jds tr onhms nts sg]s sgd antmcdcmdrr ne sgd dmdqfx b]mmns ad
cdctbdc nmkx ax trhmf sgd Ongny]du hcdmshshdr fhudm hm Jdll]r 1-1+ 1-2-
Nardqud sg]s rhmbd HSk’ψl( hr antmcdc+ Jdll] 1-2 hlokhdr sg]s

2∑

i91

∫

N2
|>uiψl|1 ; N’0(.

Sgd hcd] ne sgd oqnne hr sn sqx sn qdk]sd sgd adg]uhnq ne ψl vhsg sg]s ne sgd 0,C
rnktshnmr ne sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm- Mdws oqnonrhshnm hr ] fiqrs rsdo hm sghr khmd
’rdd ]krn Pdl]qj 5-2(-

Opnonrhshnm 5-1- Ids ψl ad rnktshnmr ne ’0-2( enq al) al → a) rtbg sgWs HSk’ψl( • B-
Sgdm)

∫

N2
|∇fl|1 )

∫

N2
|∇gl|1 ; N’0(.

vgdqd

’5-1( fl ; ’>u0tl(ul � ’>u0ul(tl �
al
1
’ρ1l � 0(.

’5-2( gl ;
0

1
|>u0ψl|1 �

0

3
’0� ρ1l(

1.

QdlYpi 5-2- Sgd svn ptWmshshdr cdfimdc Wanud bnqqdronmc sn sgd hmuWqhWmsr ne sgd .,B
Fqnrr,OhsWdurjhh dptWshnm- Hmcddc g qdoqdrdmsr hsr gWlhksnmhWm) vgdqdWr f hr Wmnsgdq
hmuWqhWms fhudm ax sgd eWbs sgWs sgd oqnakdl) Wesdq W bgWmfd ne uWqhWakdr) hr qWchWkkx
rxlldsqhb (rdd dptWshnmr ’7-0() ’7-1((- Mm sghr Wrodbs) rdd enq hmrsWmbd Z8[) oWfdr 2,3-
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Oqnne- Enq sgd r]jd ne bk]qhsx vd cqno sgd rtarbqhos m hm sgd oqnne ne sghr oqnonrhshnm-
Ud fiqrs bnmrhcdq sgd etmbshnm f+ vghbg hr ]m K1 etmbshnm+ ats vhsg K1 mnql nts ne

bnmsqnk- Nardqud sg]s dpt]shnm ’0-2( hlokhdr sg]s ∇ ·F ; .+ vgdqd

’5-3( F ; ’f. tu1u � uu1t. tu2u � uu2t(.

Rsq]hfgsenqv]qc bnlots]shnmr fhud9

atqk F ;





1tu2uu1 � 1uu2tu1
1uu2tu0 � 1tu2uu0 �

a

1
’ρ1 � 0(u2

�1uu1tu0 ) 1tu1uu0 )
a

1
’ρ1 � 0(u1



 .

Nardqud sg]s ax ’1-0(+ sgd cdqhu]shudr vhsg qdrodbs sn w1+ w2 ]qd tmhenqlkx antmcdc
’vhsg qdrodbs sn m( hm K1- Lnqdnudq+ ]kk e]bsnqr hmunkudc ]qd antmcdc hm K∞ ax Jdll]
1-0- =r ] bnmrdptdmbd+ atqkF hr tmhenqlkx antmcdc hm K1- Nardqud mnv sg]s9

F ; atqk’�∆�0atqk F(.
vgdqd ∆�0 hr fhudm ax bnmunktshnm vhsg sgd Bntknla onsdmsh]k 0

3π}u} + rdd enq hmrs]mbd

Z6+ Rtardbshnm 1-3-0[-
Ax trhmf sgd Entqhdq Sq]mrenql ]mc Ok]mbgdqdk+ ]kk o]qsh]k cdqhu]shudr ne F ]qd tmh,

enqlkx antmcdc hm K1+ hmcdodmcdmskx ne m- Sghr bnmbktcdr sgd oqnne enq f-

Enq g+ sgd oqnne enkknvr sgd r]ld hcd]r- Jds tr cdfimd sgd udbsnq fidkc9

G ; ’g. tu0tu1 ) uu0uu1 . tu0tu2 ) uu0uu2( .

Jds tr qdb]kk gdqd sg]s |ψu0 |1 ; t1u0 ) u1u0 - Nardqud fiqrs sg]s G hr ]m K1 udbsnq

fidkc+ dudm he hsr K1 mnql bntkc ad tmantmcdc ]r m → )∞- S]jhmf hmsn ]bbntms ’0-2(+
rsq]hfgsenqv]qc bnlots]shnmr fhud9

∇ ·G ; tu0u1tu1 ) tu0u2tu2 ) uu0u1uu1 ) uu0u2uu2

vghbg hr tmhenqlkx antmcdc hm K1 mnql+ ]f]hm+ ax ’1-0( ]mc Jdll] 1-0- Lnqdnudq+
vd b]m bnlotsd9

atqk G ;




tu0u1tu2 ) uu0u1uu2 � tu0u2tu1 � uu0u2tu1

�tu0u0tu2 � uu0u0uu2 � ’0� ρ1(’ttu2 ) uuu2(
tu0u0tu1 ) uu0u0uu1 ) ’0� ρ1(’ttu1 ) uuu1(



 .

vghbg hr ]krn tmhenqlkx antmcdc hm K1 mnql- Ud mnv qdb]kk sg]s9

G ; ∇’∆�0’∇ ·G((� atqk’∆�0 atqkG(.

rdd ]f]hm Z6+ Rtardbshnm 1-3-0[- Ax trhmf sgd Entqhdq Sq]mrenql ]mc Ok]mbgdqdk+ ]kk
o]qsh]k cdqhu]shudr ne G ]qd tmhenqlkx antmcdc hm K1+ fimhrghmf sgd oqnne-

�
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QdlYpi 5-3- Ids tr onhms nts sgWs sgd Wanud qdrtks bWm ad dWrhkx dwsdmcdc sn Wmx
chldmrhnm- Gnvdudq) hm chldmrhnm 2 hs hlokhdr) ax Pnankdu hmdptWkhsx) sgWs5

’5-4(

∫

N2
|fl|5 )

∫

N2
|gl|5 ; N’0(.

Hm chldmrhnm c / 2 sgd Pnankdu dwonmdms hr 1c
c�1 - Gnvdudq vd bWmmns cdctbd W rhlhkWq

dwoqdrrhnm hm chldmrhnm 1- Sgd kWbj ne W Pnankdu hmdptWkhsx hm chldmrhnm 1 hr nmd ne
sgd narsWbkdr enq sghr WooqnWbg sn vnqj Wkrn hm sgd okWmWq bWrd-

Cd�mhshnm 5-4- Ud cdfimd sgd rds Rpl ; {w ∈ N2 9 ρl’w( , q{- Sgd adgWuhnq ne sgdrd
rdsr vhkk ad hlonqsWms hm ntq Wqftldmsr-

Mdws kdll] hr ] jdx hmfqdchdms hm ntq oqnne-

KdllY 5-5- Tmcdq sgd Wrrtloshnmr ne Sgdnqdl .-1) Wrrtld sgWs enq rnld q ∈ ’.. 0()
|Rpl| → )∞- Sgdm) sgdqd dwhrsr ξl ∈ Rpl Wmc Ql → )∞ rtbg sgWs5

∫

B(ξk,Qk(
|fl|5 ) |gl|5 )

2∑

g91

|>udψl|1 → ..

Oqnne- S]jd wl0 ∈ Rpl+ ]mc cdfimd Ql ; |Rpl|
0
4 - Nardqud sg]s

|A’wl0 . 1Ql(| ; a-|Rpl|
0
1 . a- ;

21

2
π.

=r ] bnmrdptdmbd+ sgdqd dwhrsr wl1 ∈ Rpl \A’wl0 . 1Ql(- Bkd]qkx+

A’wl0 . Ql( ∩A’wl1 . Ql( ; ∅ ]mc |A’wl0 . 1Ql( PA’wl1 . 1Ql(| • 1a-|Rpl|
0
1 .

Ud b]m bgnnrd sgdm wl2 ∈ Rpl \ ’A’wl0 . 1Ql( PA’wl1 . 1Ql((+ vhsg

A’wl0 . Ql( ∩A’wl1 . Ql( ∩A’wl2 . 1Ql( ; ∅
]mc

|A’wl0 . 1Ql( PA’wl1 . 1Ql( PA’wl2 . Ql(| • 2a-|Rpl|
0
1 .

Hm sghr v]x vd fimc w0l . . .w
ik
l ∈ Rpl vhsg9

A’wli . Ql( ∩A’wlj . Ql( ; ∅. i. j ∈ {0. . . . il{. i 6; j.

vgdqd il ; Z }Rk}0,1
S+

[ ’gdqd ZY[ cdmnsdr sgd k]qfdrs hmsdfdq rl]kkdq sg]m nq dpt]k sn Y(-

Gdmbd vd b]m bgnnrd ξl ; wjl rtbg sg]s+ s]jhmf hmsn ]bbntms ’5-4( ]mc ’1-0(9

∫

B(ξk,Qk(
|fl|5 ) |gl|5 )

c∑

g91

|>udψl|1 •
B

il
→ ..

�

Sgd ]anud qdrtks vhkk ad sgd jdx sn oqnud mdws oqnonrhshnm+ vghbg ]kknvr tr sn g]ud
rnld bnmsqnk nm sgd rds ne unqshbdr ne sgd rnktshnmr-
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Opnonrhshnm 5-6- Ids tr fiw q ∈ ’.. a<
\
1(- Sgdm) sgdqd dwhrsr M ∈ C Wmc M rdptdmbdr

ne chrinhms bknrdc aWkkr Al
j ; A’ξlj . Qj( (j ; 0 . . .m( vhsg Qj ∈ ’0. M( rtbg sgWs

Rpl ⊂ PMj90Al
j .

Oqnne- Sgd oqnne hr chuhcdc hmsn rdudq]k rsdor9

Rsdo 09 |Rpl| qdl]hmr antmcdc-
=rrtld ax bnmsq]chbshnm sg]s |Rpl| → )∞ ]r m → )∞- S]jd ξl ∈ N2 fhudm ax

Jdll] 5-5+ ]mc cdfimd zψl ; ψl’· � ξl(- Ax Jdll] 1-0 vd b]m trd =rbnkh,=qydk]̀

sgdnqdl sn bnmbktcd sg]s+ to sn ] rtardptdmbd+ zψl bnmudqfdr B
j knb]kkx sn ] rnktshnm ψ

ne ’0-2(- Ax sgd bgnhbd ne ξl+ sghr rnktshnm r]shrfidr sg]s ρ’.( • q- Lnqdnudq+ ax E]snt
kdll] vd g]ud sg]s9

>u1ψ ; .. >u2ψ ; .. f ; .. g ; ..

vgdqd f ]mc g ]qd sgd ]m]knfntr ne ’5-1(+ ’5-2(+ m]ldkx9

f ; tu0u � uu0t�
a

1
’ρ1 � 0(.

g ;
0

1
|ψu0 |1 �

0

3
’0� ρ1(1.

=r ] bnmrdptdmbd+ ψ hr ] 0,C rnktshnm sn sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm vhsg f ; .+
g ; .- Ats sgnrd ]qd oqdbhrdkx sgd fimhsd dmdqfx 0,C sq]udkkhmf v]udr ’rdd Z8+ o]fdr 2+
3[(: gdmbd+ ]esdq ] qns]shnm+ ψ g]r sgd dwokhbhs dwoqdrrhnm9

ψ’w0( ;

√
1� a1

1
s]mg

(\
1� a1

1
’w0 ) s(

)

) h
a\
1
. s ∈ N.

Ats sghr hr hm bnmsq]chbshnm vhsg |ψ’.(| • q , a<
\
1+ bnmbktchmf sgd oqnne-

Rsdo 19 Sgdqd dwhrsr M ∈ C+ ξlj ∈ N2 rtbg sg]s9

Rpl ⊂ PMj90A’ξlj . 0(.
Ehw r ∈ ’q. S\

1
(+ ]mc cdfimd ξl0 ]r ]mx onhms hm Rpl- Rhmbd ∇ρl hr tmhenqlkx antmcdc

’Jdll] 1-0(+ sgdqd dwhrsr δ / . rtbg sg]s A’ξl0 . δ( ⊂ Rrl- Hs rtflbdr sn s]jd

δ • r� q

rtol|∇ρl|I∞
.

Uhsgnts knrr ne fdmdq]khsx vd b]m ]rrtld sg]s δ , 0<1-
S]jd mnv ξl1 ]mx onhms hm Rpl \ A’ξl0 . 0(: ]f]hm+ A’ξl1 . δ( ⊂ Rrl+ ]mc nardqud sg]s

A’ξl0 . δ( ∩A’ξl1 . δ( ; ∅-
Ud enkknv ax s]jhmf ξl2 ]mx onhms hm Rpl \ ’A’ξl0 . 0( PA’ξl1 . 0((+ he sgdqd dwhrsr nmd-

Rhmbd |Rrl| hr antmcdc ax sgd rsdo 0+ sghr oqnbdctqd g]r sn fimhrg ]s ] bdqs]hm onhms+
xhdkchmf sgd sgdrhr ne sgd oqnonrhshnm- Hmcddc vd b]mmns fimc lnqd sg]m M rtbg onhmsr+
vgdqd
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M ;

[
rtol |Rrl|

3
2πδ

2

]

.

Pdb]kk sg]s ZY[ rs]mcr enq sgd k]qfdrs hmsdfdq rl]kkdq sg]m nq dpt]k sn Y-

Rsdo 29 Bnmbktrhnm
Ax rsdo 1+ vd g]ud ]kqd]cx Rpl bnms]hmdc hm M a]kkr ne q]chtr 0- Sgd oqnakdl hr sg]s

sgdx lhfgs mns ad chrinhms- Ud mnv l]jd ] oqnbdctqd ne ]ffqdf]shnm ne a]kkr vghbg hr
fdqdq]kkx cdrbqhadc ]r enkknvr9

S]jd ] bknrdc a]kk A’w.Qu(- He hs hmsdqrdbsr ] bknrdc a]kk A’x.Qx(+ vd qdok]bd ansg

a]kkr ax A’w.Qu )Qx(- Ud mnv qdod]s sgd oqnbdctqd sn sgd mdv rds ne a]kkr-

Ud ]ookx sghr oqnbdctqd hsdq]shudkx sn sgd a]kkr fhudm hm Rsdo 1+ ]mc hm sghr v]x vd
bnmbktcd-

�

Sgd ]anud oqnonrhshnm hr sgd fiqrs lhkdrsnmd hm ntq oqnne9 hs ]kknvr tr sn bnmsqnk sgd
unqshbdr ne sgd rnktshnmr+ ]r sgdx ]qd ]kv]xr bnms]hmdc hm ] fiwdc mtladq ne chrinhms a]kkr
ne antmcdc q]chh- Rhmbd N2 \PMj90A

l
j hr ] rhlokx bnmmdbsdc nodm rds+ vd b]m ft]q]msdd

sgd dwhrsdmbd ne ] kheshmf ne ψl ntsrhcd sgdrd a]kkr- Adhmf lnqd rodbhfib+ s]jhmf
S
1 ]r sgd

u]ktd q ’enq hmrs]mbd(+ vd b]m vqhsd9

ψl’w( ; ρl’w(d
gθk(u( ∀w ∈ Nc \ PMj90Al

j

vgdqd sgd a]kkr Al
j ]qd fhudm ax Oqnonrhshnm 5-6- Rhmbd ψl hr ] rnktshnm ne ’0-2(+ vd

g]ud sg]s ρl+ θl r]shrex dpt]shnmr ’4-0(-

QdlYpi 5-7- Sghr hr W rdbnmc bqtbhWk onhms hm vghbg sgd qdpthqdldms c ≥ 2 hr bqtbhWk-
He c ; 1 vd bWm gWud kheshmfr ne fimhsd dmdqfx rnktshnmr ntsrhcd nmd aWkk (rdd Z15+ Jdll]
04[() ats sghr hr mns onrrhakd hm sgd bnlokdldms ne svn nq lnqd chrinhms aWkkr-

Mdws kdll] hr hmrohqdc hm Z7[ZJdll]r 1-7+ 1-0.[+ vghbg ]qd bnmbdqmdc vhsg sgd b]rd
vhsgnts unqshbdr- Bnlo]qd hs vhsg sgd hcdmshshdr ’4-3(+ ’4-4( enq sgd unqsdwkdrr b]rd-

KdllY 5-8- SWjd a ∈ ’..
\
1() al ∈ D vhsg al → a Wmc ψl sgd rnktshnmr fhudm ax

Sgdnqdl .-.- Sgdm

’5-5( N’ψl( ;
0

1

∫

N2|NM
j60B

k
j

’0� ρ1l(>u0θl )N’0(.

’5-6( aN’ψl( ;
∫

N2|NM
j60B

k
j

ρ1l|∇θl|1 )N’0(.

’5-7(

∫

N2|NM
j60B

k
j

|∇ρl|1 ; N’0(.
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Oqnne- Ehqrs ne ]kk+ nardqud sg]s

∇θ ;
t∇u � u∇t

ρ1
.

rn sg]s

’5-8( |∇θl| ; N’0( hm >Al
j ⇒ |θl’o(� θl’p(| • B ∀ o. p ∈ >Al

j .

Sghr hr trdetk hm vg]s enkknvr: nardqud sg]s vd cn mns jmnv vgdsgdq |θl|I∞ hr
antmcdc nq mns-
Chqdbs bnlots]shnm fhudr

N’ψl( ;
0

1

∫

N2|NM
j60B

k
j

>u0’ρl rhm θl(� ρ1l>u0θ )
0

1

∫

NM
j60B

k
j

}h>u0ψl.ψl � 0〉.

vghbg hlokhdr sg]s

’5-0.( N’ψl( ;
0

1

∫

N2|NM
j60B

k
j

>u0’ρl rhm θl � θl( ) ’0� ρ1l(>u0θl )N’0(.

Hm nqcdq sn fds ’5-5( hs rtflbdr gdmbd sn oqnud sg]s

’5-00(

∫

N2|NM
j60B

k
j

>u0’ρl rhm θl � θl( ; N’0(.

Ud qdb]kk sg]s >u0’ρl rhm θl � θl( hr hmsdfq]akd sg]mjr sn ’4-1( ]mc ’5-0.(- Ax hmsd,
fq]shnm ax o]qsr+ trhmf sgd sgd cdb]x drshl]sdr ]s sgd hmfimhsx+ vd fds

∫

N2|NM
j60B

k
j

>u0’ρl rhm θl � θl( ;

M∑

j90

∫

/Bk
j

’ρl rhm θl � θl( η0.

vgdqd η0 hr sgd fiqrs bnlonmdms ne sgd hmv]qc tmhs mnql]k udbsnq sn sgd rogdqdr Al
j -

Pdk]shnm ’5-00( enkknvr mnv eqnl ’5-8( snfdsgdq vhsg sgd e]bs sg]s sgd ntsv]qc tmhs
rtqe]bd mnql]k η0 g]r ydqn ]udq]fd nm sgd rogdqd+ vghbg hlokhdr sg]s∫

/Bk
j

θlη0 ;

∫

/Bk
j

’θl � θl’o-(( η0 ; N’0(.

vgdqd o- hr ]m ]qahsq]qx onhms nm sgd rogdqd A
l
j -

Hm nqcdq sn oqnud ’5-6( vd ]qftd ]r hm Jdll] 4-2+ h-d- ltkshokxhmf fiqrs dpt]shnm ne
’4-0( ax θl ]mc sgdm hmsdfq]shmf nm N2 \ PMj90Al

j - Ax hmsdfq]shnm ax o]qsr vd fds

a

1

∫

N2|NM
j60B

k
j

’0� ρ1l(>u0θl �
∫

N2|NM
j60B

k
j

ρ1l|∇θl|1.

;

M∑

j90

∫

/Bk
j

θl

 a
1
’0� ρ1l(η0 � ρ1l∇θ · η


.

Nardqud sg]s Fl’w( ; ’ S1’0 � ρ1l(. .. .( � ρ1l∇θl+ vgdqd Fl hr cdfimdc hm ’5-3(- Hm
o]qshbtk]q hs hr cdfimdc hm sgd vgnkd dtbkhcd]m ro]bd ]mc ∇ ·Fl ; .- Ax hmsdfq]shmf ax
o]qsr hm Al

j + vd nas]hm sg]s
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∫

/Bk
j

a

1
’0� ρ1l(η0 � ρ1l∇θ · η ; ..

=r ] bnmrdptdmbd+ vd b]m trd ’5-8( sn nas]hm9

∫

/Bk
j

θl

 a
1
’0� ρ1l(η0 � ρ1l∇θ · η



;

∫

/Bk
j

’θl � θl’o-((
 a
1
’0� ρ1l(η0 � ρ1l∇θ · η


; N’0(.

Mnv vd oqnud ’5-7(- Eqnl Jdll] 1-1 vd fds

0

1

∫

N2
|∇ψl|1 � 1aN’ψl( )

2

3

∫

N2

�
0� |ψl|1

1
; ..

vghbg hlokhdr+ sg]mjr sn ’5-6(

0

1

∫

N2|NM
j60B

k
j

|∇ρl|1 )
2

1

∫

N2|NM
j60B

k
j

ρ1|∇θl|1 )
2

3

∫

N2|NM
j60B

k
j

�
0� |ρl|1

1

; 2

∫

N2|NM
j60B

k
j

ρ1|∇θl|1 )N’0( ; 2aN’ψl( )N’0(.

=r ] bnmrdptdmbd vd fds

2 ’E’ψl(� aN’ψl(( ;
∫

N2|NM
j60B

k
j

|∇ρl|1 )N’0(.

]mc gdmbd ’5-7( enkknvr ax sgd e]bs sg]s E’ψl(� aN’ψl( ; H’ψl( ; N’0(. �

Enq mdws oqnonrhshnm hs hr trdetk sn qdb]kk sgd cdfimhshnm 5-4-

Opnonrhshnm 5-0.- SWjd a ∈ ’..
\
1() al ∈ D vhsg al → a Wmc ψl sgd rnktshnmr fhudm

ax Sgdnqdl .-.- ;rrtld sgWs5

’5-01( E’ψl(→ )∞.

Sgdm) enq Wmx q ∈ ’ S\
1
. 0() |Rpl| → )∞-

Oqnne- Ud qdb]kk sgd enql ne sgd dmdqfx enq etmbshnmr ψ fhudm ax ] kheshmf ψ ; ρdgθ9

d’ρ. θ( ;
0

1

�
|∇ρ|1 ) |∇θ|1ρ1


)
0

3

�
0� |ρ|1

1
.

Sgd enkknvhmf etmbshnm qdoqdrdmsr sgd k]fq]mfh]m hm sgd unqsdwkdrr b]rd+ ]mc hr ]m
]ooqnwhl]shnm ne sgd qd]k k]fq]mfh]m hm uhdv ne ’5-5(9

k’ρ. θ( ; d’ρ. θ(� al
1
’0� ρ1(>u0θ.

=rrtld ax bnmsq]chbshnm sg]s |Rpl| hr antmcdc enq rnld q / S\
1
- Nardqud sg]s9

HSk’ψl( ;

∫

N2|NM
j60B

k
j

k’ρl. θl( )N’0( ;

∫

{ρk≥p{
k’ρl. θl( )N’0(.
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Ud mnv trd sgd hmdpt]khsx | S1’0�ρ1l(>u0θl| •
(0�ρ1(1
3(0)ε( )

S1

3 ’>u0θl(
1’0)ε( vhsg rths]akd

ε / . sn nas]hm9

∫

{ρk≥p{
k’ρl. θl( ≥

∫

{ρk≥p{

0

1
|∇ρl|1 )


0

1
� a1’0 ) ε(

3ρ1l


|∇θl|1ρ1l )

ε

0 ) ε

’0� ρ1l(
1

3

≥ ε-

∫

{ρk≥p{
d’ρl. θl( ; ε- E’ψl( )N’0(.

enq rths]akd ε- / .- Sgdm+

N’0( ; HSk’ψl( ≥ ε- E’ψl( )N’0(.

]mc sghr ]kknvr tr sn bnmbktcd-
�

5-0- Opnne ne Sgdnpdl 0-1- Uhsg ]kk sgd qdrtksr ]anud vd b]m hmldch]sdkx bnmbktcd
sgd oqnne ne Sgdnqdl 0-1- Hmcddc+ ax ’5-7( ]mc Rnankdu hmdpt]khsx+ vd g]ud sg]s

∫

N2
’0� ρl(

5 ; N’0(.

He E’ψl( → )∞+ Oqnonrhshnm 5-0. hlokhdr |Rpl| hr tmantmcdc enq q / S\
1
+ ]mc sghr hr

] bnmsq]chbshnm vhsg sgd ]anud drshl]sd- Gdmbd E’ψl( hr antmcdc- Ax E]snt Jdll]+
sgd rnktshnm ψ- fhudm hm Oqnonrhshnm 5-0 g]r fimhsd dmdqfx+ bnmbktchmf sgd oqnne-

6- Opnne ne Sgdnpdl 0,2

Hm sghr rdbshnm vd oqnud sgd bnlo]bsmdrr bqhsdqhnm fhudm hm Sgdnqdl 0-2- Sgd oqnne
enkknvr rnld ne sgd hcd]r ne sgd oqduhntr rdbshnm+ ats vhsg hlonqs]ms chffdqdmbdr- =r
oqduhntrkx+ vd vhkk ad cnmd he vd rgnv sg]s E’ψl( hr antmcdc-
Ax ’0-8(+ vd g]ud sg]s ψl 6; . ntsrhcd A’.. Q(: ]r ] bnmrdptdmbd+ ψl ]clhs ] kheshmf

ψl’w( ; ρl’w(d
gθk(u( enq ]kk w ∈ N1 \A’.. Q(- Sghr hr ] bnmrdptdmbd ne sgd e]bs sg]s ψl

g]ud fimhsd dmdqfx+ rdd Z15[ZJdll] 04[- Hm sgd unqsdwkdrr b]rd+ sghr kheshmf gnkcr hm sgd
vgnkd dtbkhcd]m ro]bd-
Mdws kdll] hr ] udqrhnm ne Jdll] 5-89

KdllY 6-0- SWjd a ∈ ’..
\
1() al ∈ D vhsg al → a Wmc ψl sgd rnktshnmr fhudm ax

Sgdnqdl .-.- ;rrtld Wkrn sgWs sgdqd dwhrsr Q / . Wmc δ / . rtbg sgWs ’0-8( hr rWshrfidc-
Sgdm

’6-0( N’ψl( ;
0

1

∫

B(-,Q(N
’0� ρ1l(>u0θl )N’0(.

’6-1( aN’ψl( ;
∫

B(-,Q(N
ρ1l|∇θl|1 )N’0(.

’6-2(

∫

B(-,Q(N
|∇ρl|1 ; N’0(.
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Oqnne- Sgd oqnne hr bnlokdsdkx ]m]knftd sn sg]s ne Jdll] 5-8- Nardqud sg]s hm sgd
unqsdwkdrr b]rd vd g]ud dw]bs hcdmshshdr hm ’6-0(+ ’6-1(+ ’6-2(-

�

Uhsg Jdll] 5-8 hm g]mc+ vd b]m ]c]os sgd oqnne ne Oqnonrhshnm 5-0. sn ntq rdsshmf+
nas]hmhmf sgd enkknvhmf qdrtks9

Opnonrhshnm 6-1- SWjd a ∈ ’..
\
1() al ∈ D vhsg al → a Wmc ψl sgd rnktshnmr fhudm

ax Sgdnqdl .-.- ;rrtld sgWs5

E’ψl(→ )∞.

Sgdm) enq Wmx q ∈ ’ S\
1
. 0() |Rpl| → )∞-

Mdws qdrtks hr ]m]knftd sn Jdll] 5-5- Sgd nmkx chffdqdmbd hr sg]s mnv vd cn mns
jmnv sg]s ’5-4( gnkcr+ ats hmrsd]c vd g]ud ’6-2(-

KdllY 6-2- Tmcdq sgd Wrrtloshnmr ne Sgdnqdl .-2) Wrrtld sgWs enq rnld q ∈ ’.. 0()
|Rpl| → )∞- Sgdm) sgdqd dwhrsr ξl ∈ Rpl Wmc Ql → )∞ rtbg sgWs5

∫

B(ξk,Qk(
|∇ρl|1 ) |>u1ψl|1 → ..

Oqnne- Sgd oqnne hr ]m]knftd sn sg]s ne Jdll] 5-5-
�

6-0- Opnne ne Sgdnpdl 0-2- =rrtld ax bnmsq]chbshnm sg]s E’ψl(→ )∞- Ax Oqnon,
rhshnm 6-1+ vd b]m ]ookx Jdll] 6-2 sn ] u]ktd q r]shrexhmf sg]s9

a\
1
, q ,

√
1

2
’0 ) a1<3( , 0.

Mnshbd sg]s sghr hr onrrhakd he a ,
\
1-

Jds ξl ∈ Nc fhudm ax Jdll] 6-2 ]mc cdfimd zψl’w( ; ψl’w�ξl(- To sn ] rtardptdmbd
vd g]ud sg]s9

zψl → ψ- hm B
j
knS’Nc(.

S]jhmf hmsn ]bbntms Pdl]qj 1-5+ hmc’ψ-( • 0- Ax Jdll] 5-5+ ψ- cdodmcr nmkx ne
sgd w0 u]qh]akd- Lnqdnudq ∇ρ- ; . vgdqd ρ- ; |ψ-| • q- Sg]s hr+ ψ-’w0( hr ] 0C
bhqbtk]q rnktshnm+

ψ-’w0( ; ρ-d
gω(u0�s(.

vgdqd ω1 ) aω ) ρ1- ; 0- Ax sgd bgnhbd ne q+ vd g]ud sg]s ρ1- ,
1
2’0 ) a1<3(- Ats sgnrd

rnktshnmr g]ud hmfimhsd Lnqrd hmcdw+ ]r rgnvm hm Oqnonrhshnm 7-0 ’rdd =oodmchw(- Sghr
bnmsq]chbshnm rgnvr sg]s E’ψl( hr antmcdc-
Ax E]snt Jdll]+ sgd rnktshnm ψ- fhudm hm Oqnonrhshnm 5-0 g]r fimhsd dmdqfx+ bnm,

bktchmf sgd oqnne-
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QdlYpi 6-3- Ids tr onhms nts sgWs Sgdnqdl .-1 cndr mns mddc sgd hmenqlWshnm nm sgd
Lnqrd hmcdw ne sgd rnktshnmr- Sgd lWhm snnk sgdqd hr sgWs HSk’ψl( ; N’0(- HmrsdWc)
Sgdnqdl .-2 qdpthqdr hm W drrdmshWk vWx sgWs sgd Lnqrd hmcdw ne sgd rnktshnmr nasWhmdc
hr antmcdc-

7- 8oodmchv ´ax PUeUdi MpsdfU(

Hm sghr ]oodmchw vd oqnud sgd enkknvhmf qdrtks9

Opnonrhshnm 7-0- Fhudm s ∈ N) ω- ∈ N) ρ- / . rWshrexhmf sgWs ω1- ) aω- ) ρ1- ; 0) sgd

etmbshnm ψ-’w( ; ρ-d
gω+(u�s( hr W (hmfimhsd dmdqfx( rnktshnm ne ’0-2(- ;rrtld Wkrn sgWs

ρ1- ,
1
2’0 ) a1<3(- Sgdm hsr Lnqrd hmcdw) Wr cdfimdc hm Bdfimhshnm 1-4) hr hmfimhsx-

Oqnne- Sgd oqnakdl hr ]tsnmnlntr rn sg]s vd b]m ]rrtld s ; .- Sgd oqnne hr a]rdc
nm sgd rstcx ne sgd 0C oqnakdl9

’7-0( ψ′′ ) haψ′ )
�
0� |ψ|1


ψ ; . nm N.

Ax sgd bg]mfd ne u]qh]akdr φ ; dguS,1ψ vd o]rr sn ] oqnakdl9

’7-1( φ′′ )
�
0 ) a1<3� |φ|1


φ ; . nm N.

Sgd Lnqrd hmcdw ne sghr oqnakdl cdodmcr nm sgd dwhrsdmbd ne bnmitf]sd onhmsr sn
rnld rnktshnmr ne sgd khmd]qhydc dpt]shnm+ rdd enq hmrs]mbd Z11+ Bg]osdq 4[- Sgd etmbshnm
φ’w( ; ρ-d

gω0u hr ] rnktshnm ne ’7-1(+ vgdqd + ω0 ; ω- ) a<1- Nardqud sg]s

’7-2( ω10 ) ρ1- ; 0 ) a1<3

Sgd khmd]qhydc dpt]shnm sn ’7-1( ]qntmc sgd rnktshnm φ hr9

ζ ′′ ) ’0 ) a1<3(ζ � 1φ’r(φ’r(ζ � φ’r(1ζ ; ..

Ud vhkk enkknv sgd khmdr ne Z35+ Rdbshnm 10[ sn ]m]kxyd sgd nrbhkk]snqx oqnodqshdr ne
sghr dpt]shnm-

ζ ′′ ) ’0 ) a1<3(ζ � 1ρ1-ζ � ρ1-d
1gω0rζ ; ..

Ud mnv l]jd sgd bg]mfd ne u]qh]akd ζ ; dgω0rη+ sn nas]hm ] bnmrs]ms bndflbhdms
khmd]q rxrsdl9

’7-3( η′′ ) 1hω0η
′ � ρ1-η � ρ1-η ; ..

He ρ1- , 1ω10 ’vghbg+ ax ’7-2(+ qdctbdr sn ρ1- ,
1
2’0 ) a1<3(( vd b]m fimc sgd dwokhbhs

rnktshnm sn ’7-3(9

η’r( ;
rhm


r

3ω10 � 1ρ1-




3ω10 � 1ρ1-

) hω0
bnr


r

3ω10 � 1ρ1-


� 0

1ω10 � ρ1-
.

Bkd]qkx+ ζ’r( ; dgω0rη’r( g]r hmfimhsdkx l]mx bnmitf]sd onhmsr 1πl\
3ω10�1ρ1+

+ m ∈ C-
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Fhudm ]mx hmsdqu]k H+ sgd pt]cq]shb etmbshnm]k zO0,H 9 G
0
- ’H.C(→ N+

zO0,H’σj( ;

∫

H
|σ′
j|1 � ’0 ) a1<3� |φ|1(|σj|1 ) 1’}σj.φ〉(1 , .

hr hm sgd bnmchshnmr ne Rdbshnm 18-1 ne Z11[- Ud b]m ]ookx Z11+ Sgdnqdl 2¸ hm o]fd 011[ sn

cdctbd sg]s zO0,H s]jdr mdf]shud u]ktdr ]r rnnm ]r sgd kdmfsg ne sgd hmsdqu]k H hr fqd]sdq

sg]m 1π\
3ω10�1ρ1+

- Sgdm vd b]m fimc hmfimhsdkx l]mx etmbshnmr σj ∈ B∞
- ’N( vhsg chrinhms

rtoonqs rtbg sg]s

zO0’σj( ;

∫ ∞

�∞
|σ′
j|1 � ’0 ) a1<3� |φ|1(|σj|1 ) 1’}σj.φ〉(1 , ..

Ud mnv v]ms sn o]rr sn sgd nqhfhm]k oqnakdl ’7-0( ]mc drshl]sd hsr Lnqrd hmcdw- Hm

nqcdq sn cn rn+ cdfimd τj’r( ax σj’r( ; dgSr,1τj’r(- Rhlokd bnlots]shnmr fhud9

σ′
j’r( ; ’h

a

1
τj’r( ) τ ′j’r((d

gSr,1.

|σ′
j’r(|1 ; |τ ′j’r(|1)

a1

3
|τj’r(|1)a}hτj’r(. τ ′j’r(〉 ; |τ ′j’r(|1)

a1

3
|τj’r(|1�a}τj’r(. hτ ′j’r(〉.

Lnqdnudq+

}σj’r(.φ’r(〉 ; }τj’r(.ψ’r(〉.

=r ] bnmrdptdmbd zO0’σj( ; O0’τj( , .+ vgdqd

O0’τj( ;

∫ ∞

�∞
|τ ′j|1 � a}τj. hτ ′j〉� ’0� |ψ|1(|τj|1 ) 1’}τj.ψ〉(1.

Nardqud sg]s sghr hr sgd pt]cq]shb enql ]rrnbh]sdc sn ’7-0(-
S]jd mnv ] B∞

- etmbshnm χj 9 Nc�0 → N)+ ]mc kds tr drshl]sd O nm sgd etmbshnm
ιj’w( ; χj’zw(τj’w0(+ vgdqd O hr cdfimdc hm ’1-1(9

O’ιj( ; O0’τj(

∫

Nc�0
χj’zw(

1 czw)

∫ )∞

�∞
|τj’w0(|1 cw0

∫

Nc�0
|∇χj’zw(|1 czw


.

Hs rtflbdr sn s]jd mnv χj rtbg sg]s

Nc�0 χ

1
j ; 0 ]mc


Nc�0 |∇χj|1 hr rtflbhdmskx

rl]kk+ sn bnmbktcd sg]s O’ιj( , .-

Nardqud ]krn sg]s rtoo ιj ∩ rtoo ιj′ ; ∅ he j 6; j′+ rhmbd ]m ]m]knftd oqnodqsx gnkcr
enq σj ]mc τj- Gdmbd+ O hr mdf]shud cdfimhsd nm sgd udbsnq ro]bd fdmdq]sdc ax sgd
khmd]qkx hmcdodmcdms etmbshnmr {ι0. . . . . ιj{ enq ]mx j ∈ C+ bnmbktchmf sgd oqnne-

�
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Pdedpdmbdr

Z0[ :- :laqnrdssh) :- L]kbghnch) Mnmkhmd]q ]m]kxrhr ]mc rdlhkhmd]q dkkhoshb oqnakdlr) B]laqhcfd
Rstchdr hm :cu]mbdc L]sgdl]shbr) 0/3- B]laqhcfd Tmhudqrhsx Oqdrr) B]laqhcfd) 1//6-

Z1[ VV- :n) X- Gt]mf) X- Kh ]mc I- Vdh) Fdmdq]khydc :ckdq,Lnrdq onkxmnlh]kr ]mc ltkshokd unqsdw
qhmfr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm) RH:L I- L]sg- :m]k- 42 ’1/10() mn- 5) 5848,5881--

Z2[ H- U- A]q]rgdmjnu ]mc U- F- L]jg]m¸jnu) Rnkhsnm,khjd ataakdr hm ] rxrsdl ne hmsdq]bshmf anrnmr)
Ogxr- Kdss- : 017 ’0877() 41,45-

Z3[ G- Adqdrsxbjh) S- F]kkntds ]mc N- J]uh]m) flDpt]shnmr cd bg]lor rb]k]hqdr dtbkhchdmr mnm khmfld]hqdr
c]mr kd ok]m) B- Q- :b]c- Rbh- O]qhr Rq- H L]sg- 186 ’0872( 2/6,20/-

Z4[ G- Adqdrsxbjh ]mc O-,K- Khnmr) Mnmkhmd]q rb]k]q fidkc dpt]shnmr) H) :qbg- Q]shnm- Ldbg- :m]k- 71
’0872( 202,235-

Z5[ M- F- Adqkn�) Pt]mshrdc unqshbdr) sq]udkkhmf bngdqdms rsqtbstqdr ]mc rtodqfithc stqatkdmbd) hm
Rs]shnm]qx ]mc Shld Cdodmcdms Fqnrr,Ohs]durjhh Dpt]shnmr) Bnmsdlo- L]sg- 362) :ldq- L]sg-
Rnb-) Oqnuhcdmbd) QH) 1//7) oo- 16,43-

Z6[ :- K- Adqsnyyh ]mc :- L]ic]) Unqshbhsx ]mc hmbnloqdrrhakd finv) B]laqhcfd Sdwsr hm :ookhdc
L]sgdl]shbr) B]laqhcfd Tmhudqrhsx Oqdrr 1//1-

Z7[ E- Afldsgtdk) O- Fq]udi]s ]mc I-,B- R]ts) Sq]udkhmf V]udr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh Dpt]shnm HH)
Bnll- L]sg- Ogxrhbr 174) 456,540 ’1//8(-

Z8[ E- Afldsgtdk) O- Fq]udi]s ]mc I-,B- R]ts) Dwhrsdmbd ]mc oqnodqshdr ne sq]udkkhmf v]udr enq sgd
Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm) :kadqsn E]qhm] ]mc Id]m,Bk]tcd R]ts- Rs]shnm]qx ]mc shld cdodmcdms
Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnmr) 362) :ldqhb]m L]sgdl]shb]k Rnbhdsx) oo-44,0/3) 1//7) Bnmsdlonq]qx
L]sgdl]shbr) 867,/,7107,3246,3- 0/-0/8/.bnml.362- gsso.vvv-]lr-nqf.annjr.bnml.362.- g]k,
//252218-

Z0/[ E- Afldsgtdk) O- Fq]udi]s) I-,B- R]ts) ]mc C- Rldsr) Nqahs]k rs]ahkhsx ne sgd ak]bj rnkhsnm enq sgd
FqnrrzOhs]durjhh dpt]shnm) Hmch]m] Tmhu- L]sg- I) 46’5(915001531) 1//7-

Z00[ E- Afldsgtdk) O- Fq]udi]s ]mc Chchdq Rldsr) :rxlosnshb rs]ahkhsx hm sgd dmdqfx ro]bd enq c]qj

rnkhsnmr ne sgd FqnrrzOhs]durjhh dpt]shnm) :mm]kdr Rbhdmshfiptdr cd k¸flDbnkd Mnql]kd Rtofldqhdtqd)
’1/04() 37 ’5() oo-0216,0270

Z01[ E- Afldsgtdk) F-) Nqk]mch ]mc C- Rldsr) Unqsdw qhmfr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm) I- Dtq-
L]sg- Rnb- 5’0()06,83 ’1//3(-

Z02[ E- Afldsgtdk ]mc I- B- R]ts) Sq]udkkhmf v]udr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm H) :mm- Hmrs- Gdmqh
Onhmb]qfld) Ogxrhptd Sgfldnqhptd- 6/’1() 036,127 ’0888(-

Z03[ C- Bghqnm) Sq]udkkhmf v]udr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm hm chldmrhnm k]qfdq sg]m svn) Mnm,
khmd]q :m]k-) 47’0,1(90641/3) 1//3-

Z04[ C- Bghqnm) D- O]bgdqhd) Bndqbhuhsx enq sq]udkkhmf v]udr hm sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm hm N1 enq
rl]kk roddc) oqdoqhms ]qWhu 0800-/2833-

Z05[ C- Bghqnm) D- O]bgdqhd) Rlnnsg aq]mbg ne sq]udkkhmf v]udr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm hm
N1 enq rl]kk roddc) :mm- Rb- Mnql- Rtodq- Ohr] Bk- Rbh- ’4( Unk- WWHH ’1/10() 0826,1/27-

Z06[ C- Bghqnm ]mc L- L]qhŕ) Sq]udkhmf v]udr enq mnmkhmd]q Rbgq–nchmfdq dpt]shnmr vhsg mnmydqn
bnmchshnmr ]s hmfimhsx) :qbg- Q]shnm- Ldbg- :m]k- 115) mn- 0) 032,131) ’1/06(

Z07[ L-I- Drsda]m ]mc O- K- Khnmr) Dwhrsdmbd ]mc mnm,dwhrsdmbd qdrtksr enq rdlhkhmd]q dkkhoshb oqnakdlr
hm tmantmcdc cnl]hmr) Oqnb- Qnx]k Rnb- Dchmatqfg 82 : ’0871() 0,03-

Z08[ F- E]mf) M- Fgntrrnta) Rdbnmc,nqcdq hmenql]shnm nm O]k]hr,Rl]kd rdptdmbdr hm sgd lntms]hm o]rr
sgdnqdl- L]mtrbqhos] L]sg- 64 ’0881() mn- 0) 70,84-

Z1/[ F- E]mf) M- Fgntrrnta) Lnqrd,sxod hmenql]shnm nm O]k]hr,Rl]kd rdptdmbdr nas]hmdc ax lhm,l]w
oqhmbhokdr) Bnll- Otqd :ook- L]sg- 36 ’0883() 0484,0542-

Z10[ :- E]qhm]) Eqnl Fhmyatqf,K]mc]t sn Fqnrr,Ohs]durjhh) Lnm]srg- L]sg- 028) 154,158 ’1//2(-
Z11[ H- L- Fdke]mc ]mc R- U- Enlhm) B]kbtktr ne u]qh]shnmr- Qduhrdc Dmfkhrg dchshnm sq]mrk]sdc ]mc

dchsdc ax Qhbg]qc :- Rhkudql]m Oqdmshbd,G]kk) Hmb-) Dmfkdvnnc Bkh�r) M-I- 0852-
Z12[ O- Ffldq]qc) Sgd B]tbgx oqnakdl enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm) :mm- Hmrs- G- Onhmb]qfld :MK

12’4( ’1//5() 654668-
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Z13[ O- Ffldq]qc) Sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm hm sgd dmdqfx ro]bd- Rs]shnm]qx ]mc shld cdodmcdms
Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnmr) Bnmsdlo- L]sg- 362) :ldq- L]sg- Rnb-) Oqnuhcdmbd) QH) ’1//7()
018037-

Z14[ O- Fq]udi]s) : Mnm,Dwhrsdmbd Qdrtks enq Rtodqrnmhb sq]udkhmf V]udr hm sgd Fqnrr,Ohs]durjhh Dpt],
shnm) Bnlltm- L]sg- Ogxr- 132) 82,0/2 ’1//2(-

Z15[ O- Fq]udi]s) Cdb]x enq sq]udkhmf v]udr hm sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm) :mm- H- G- Onhmb]qfld :MK
10 ’1//3( 480,526-

Z16[ O- Fq]udi]s) :rxlosnshbr enq sgd sq]udkkhmf v]udr hm sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm):rxlosns-
:m]k-) 34’2,3(9116188) 1//4

Z17[ O- Fq]udi]s) Ehqrs nqcdq ]rxlosnshbr enq sgd sq]udkkhmf v]udr hm sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm) :cu-
Ch�dqdmsh]k Dpt]shnmr) 00’2(914817/) 1//5

Z18[ O- Fq]udi]s) Khlhs ]s hmfimhsx ]mc mnmdwhrsdmbd qdrtksr enq rnmhb sq]udkkhmf v]udr hm sgd Fqnrr,
Ohs]durjhh dpt]shnm) Ch�dqdmsh]k Hmsdfq]k Dpt]shnmr 06) mn- 00,01) 01020121 ’1//3(

Z2/[ D-O- Fqnrr) Gxcqncxm]lhbr ne ] rtodqfithc bnmcdmr]sd) I- L]sg- Ogxr-) 3’1(9084,1/6) 0852-
Z20[ R- Ftrs]ernm) J- M]j]mhrgh ]mc S-O- Sr]h) Rb]ssdqhmf sgdnqx enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm hm

sgqdd chldmrhnmr) Bnlltm- Bnmsdlo- L]sg- 00’3( ’1//8() 546,6/6-
Z21[ R- Ftrs]ernm) J- M]j]mhrgh ]mc S-O- Sr]h) Rb]ssdqhmf enq sgd FqnrrOhs]durjhh dpt]shnm) L]sg-

Qdr- Kdssdqr 02’1( ’1//5() 162174
Z22[ K- Id]mid]m) Nm sgd dwhrsdmbd ne antmcdc O]k]hr,Rl]kd rdptdmbdr ]mc ]ookhb]shnm sn ] K]mcdrl]m,

K]ydq,sxod oqnakdl rds nm NM ) Oqnbddchmfr ne sgd Qnx]k) Rnbhdsx ne Dchmatqfg) 018:) 676,7/8)
0888-

Z23[ Q-K- Idqq]qc ]mc C- Rldsr) Kd]oeqnffhmf unqsdw qhmfr enq sgd sgqdd,chldmrhnm]k FqnrrzOhs]durjhh
dpt]shnm) :mm- OCD 3 ’1/07() mn- 0) :qs- 3) 37 oo

Z24[ B- :- Inmdr) R- I- Otssdql]m ]mc O- G- Qnadqsr) Lnshnmr hm ] Anrd bnmcdmr]sd U- Rs]ahkhsx ne
rnkhs]qx v]ud rnktshnmr ne mnmkhmd]q Rbgq–nchmfdq dpt]shnmr hm svn ]mc sgqdd chldmrhnmr) I- Ogxr-
:) L]sg- Fdm- 08) 1880,2/00 ’0875(-

Z25[ B- :- Inmdr ]mc O- G- Qnadqsr) Lnshnmr hm ] Anrd bnmcdmr]sd HU) :whrxlldsqhb Rnkhs]qx V]udr-
I- Ogxr- :) L]sg- Fdm- 4) 1488,1508 ’0871(-

Z26[ Q- Jhkkho) S- Ng) N- Onbnumhbt) ]mc L- Uhŕ]m) Fkna]k vdkk,onrdcmdrr ne sgd Fqnrr,Ohs]durjhh ]mc
btahb,pthmshb mnmkhmd]q Rbgq–nchmfdq dpt]shnmr vhsg mnmu]mhrghmf antmc]qx bnmchshnmr) L]sg- Qdr-
Kdss- 08 ’1/01() 858,875-

Z27[ X-R- Jhurg]q ]mc A- Ktsgdq,C]uhdr) C]qj noshb]k rnkhsnmr9 ogxrhbr ]mc ]ookhb]shnmr) Ogxr- Qdo-)
187970,086) 0887-

Z28[ X-R- Jhurg]q) C-D- Odkhmnurjx) ]mc X-:- Rsdo]mx]msr) Rdke,enbtrhmf ne ok]md c]qj rnkhsnmr hm mnm,
khmd]q cdenbtrhmf ldch]) Ogxr- Qdu- D) 40’4(94/05,4/15) 0884-

Z3/[ O- K- Khnmr) Sgd bnmbdmsq]shnm,bnlo]bsmdrr oqhmbhokd hm sgd b]kbtktr ne u]qh]shnmr- Sgd knb]kkx
bnlo]bs b]rd HH) :mm- Hmrs- G- Onhmb]qfld :m]k- Mnm Khmfld]hqd 0) ’0873() 112,172

Z30[ S- Khm) I- Vdh ]mc I- X]mf) Unqsdw qhmfr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm hm N2) I- L]sg- Otqdr
:ook- 0// ’1/02( 58,001

Z31[ X- Kht ]mc I- Vdh Ltksh,unqsdw sq]udkhmf v]udr enq sgd Fqnrr,Ohs]durjhh dpt]shnm ]mc sgd :ckdq,
Lnrdq onkxmnlh]kr) RH:L Intqm]k ne L]sgdl]shb]k :m]kxrhr 41 ’1/1/() mn- 3) 2435,2468-

Z32[ L- L]qhŕ) Sq]udkhmf v]udr enq mnmkhmd]q Rbgq–nchmfdq dpt]shnmr vhsg mnmydqn bnmchshnmr ]s hmfimhsx)
:mm- ne L]sg- ’1( 067 ’1/02() mn- 0) 0/6,071-

Z33[ L- L]qhŕ) Mnmdwhrsdmbd ne rtodqrnmhb sq]udkhmf v]udr enq mnmkhmd]q Rbgqnchmfdq dpt]shnmr vhsg
mnmydqn bnmchshnmr ]s hmfimhsx) RH:L I- L]sg- :m]k- 3/ ’1//7() 0/65,00/2-

Z34[ K-O- Ohs]durjhh) Unqsdw khmdr hm ]m hlodqedbs Anrd f]r- Rnu- Ogxr- IDSO) 02’1(9 340,343) 0850-
Z35[ B- K- Rhdfdk ]mc I- J- Lnrdq) Bdkdrsh]k Ldbg]mhbr) Roqhmfdq) 0860-
Z36[ L- Rsqtvd) Sgd dwhrsdmbd ne rtqe]bdr ne bnmrs]ms ld]m btqu]stqd vhsg eqdd antmc]qhdr) :bs]

L]sg- 05/ ’0877() mn- 0,1) 08,53-
Z37[ L- Vhkkdl) Lhmhl]w sgdnqdlr) Oqnfqdrr hm Mnmkhmd]q Ch�dqdmsh]k Dpt]shnmr ]mc sgdhq :ookhb],

shnmr) 13- Ahqjgtrdq Anrsnm) Hmb-) Anrsnm) L:) 0885-
Z38[ O-D- Yghcjnu) Sgd B]tbgx oqnakdl enq sgd mnmkhmd]q Rbgq–nchmfdq dpt]shnm) Inhms Hmrs- Mtbk- Qdr-)

Ctam] ’0876() 04 oo-
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