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❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣❡r✐♦r❡ ❞✐ P✐s❛ ✭■t❛❧②✮
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉✐❞❡r♦t ✭❋r❛♥❝❡✮

❘és✉♠é ✿ ❏❡ ♠❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛✉ s❡♥s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❥❡
♠❛rq✉❡ ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❞✬✉♥❡ ♥❛t✉r❡
♦♥t♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉q✉❡❧ t♦✉t ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ s✉❝❝é❞❛♥é
❡♥s❡♠❜❧✐st❡✱ ❡t ✉♥ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡✱ q✉✐ ✈✐s❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❏❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❤é♦r✐❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✲
❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ❡t ❥❡ ❞✐s❝✉t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✓ ❝♦♠♣❧ét❡r ✔ ❧❡s str✉❝t✉r❡s H(ℵ1) ❡t H(ℵ2)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❥❡ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s ❛✉ss✐
♣♦✉r ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡
✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡s♣è❝❡s ❞❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ✿ ♣r❛✲
t✐q✉❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡♥ t✐r❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

❆❜str❛❝t✿ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ■ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t s❡t t❤❡♦r② ♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s❡✱ ❜✉t ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ■ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛♥❞❛r❞✱ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧✱
s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t❤❛t ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉rr♦❣❛t❡ t♦ ❡✈❡r②
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥❡ t❤❛t tr✐❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❣✐✈✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✉s❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛✐♥str❡❛♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

P❤✐❧♦s♦♣❤✐❛ ❙❝✐❡♥t✐æ✱ ✶✽ ✭✶✮✱ ✷✵✶✹✱ ✹✺✕✽✵✳
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♣r♦♦❢s✱ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ s♦♠❡ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts t❤❛t s❤♦✇
❤♦✇ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✏❝♦♠♣❧❡t❡✑ t❤❡ str✉❝t✉r❡s H(ℵ1) ❛♥❞ H(ℵ2)✳ ❚❤❡♥ ■ ✇✐❧❧
❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛❧s♦ ❢♦r
t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s s♦♠❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ s❡t t❤❡♦r②
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞ ■ ✇✐❧❧
♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✿
❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❞r❛✇✐♥❣ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r②
♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

❆ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝r❡❛t❡ ✉s❡❢✉❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t✱ t❤❛t ✇❡ ♠❛② ❝❛❧❧
t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡
t♦♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛s t❤❛t ❝♦♠❡ t♦ ❧✐❣❤t t❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛r❡
s♦ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❛t t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❆r✐st♦t❡❧✐❛♥ ❝❛✈❡❛t ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❣❡♥✉s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❜✐rt❤ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t♦❣❡t❤❡r ❛ ✈❡r② ✈❛st
❛♥❞ ❞✐s♣❛r❛t❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇❡r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ❛❧✲
❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ♣✉s❤❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❧❛st ❝❡♥t✉r②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❤✐st♦r② ❢r✉str❛t❡❞ t❤❡s❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rts✳ ◆♦t
♦♥❧② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❞❡❡♣ ❛♥❞ ✉♥s♦❧✈❡❞ t❡♥s✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✿ t✇♦ ✈❡r② ♥❡✇ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡♥q✉✐r❡✳
❲❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛❧❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ❞✐❞ ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❡②
✇❡r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❡♥q✉✐r❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♦♣❡♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✢❛✈♦r✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛♥
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♦♥❡
♥♦✇❛❞❛②s✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥② r❡❛s♦♥s t❤❛t ♣✉s❤ ❢♦r ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣♦❛❧ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❡✈❡r② ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t♦
s❤❛♣❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳ ❇② t❤✐s ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱
✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡✱ ❛t ❧❡❛st ✐t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛s
❜❡✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❞ ❛♥❞ ♦❜❡②✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s✳ ■t ✐s ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
t❡①t ❛♥❞ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t s❡t t❤❡♦r② ♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s❡✱ ❜✉t ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛♥❞❛r❞✱ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧✱ s❡t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t❤❛t ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉rr♦❣❛t❡ t♦ ❡✈❡r②
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥❡ t❤❛t tr✐❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❣✐✈✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ✉s❡ ♦❢ s❡t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛✐♥str❡❛♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✹✼

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♦❢s✱ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ r❡✲
❝❡♥t r❡s✉❧ts t❤❛t s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡s H(ℵ1) ❛♥❞
H(ℵ2)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛ ♣r❛❝✲
t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡
♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❛ tr✉❧② ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
s❤♦✇✐♥❣ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝✲
t✐❝❡✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r t❛s❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ s♦♠❡ s❡t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❑✐t❝❤❡r✬s ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✿ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❞r❛✇✲
✐♥❣ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

✶ ❙❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛s ✉♥✐t②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✉♥✐t② ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ ✐t ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ s❡t t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ str❡ss❡❞ ❜② ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡✳ ❲❡ ♦✛❡r
❥✉st ♦♥❡ q✉♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛♥②✱ ❜② P❡♥❡❧♦♣❡ ▼❛❞❞②✿

❋♦r ❛❧❧ t❤❛t✱ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s st✐❧❧ ♣❧❛② ❛ str♦♥❣ ✉♥✐❢②✐♥❣
r♦❧❡✿ ✈❛❣✉❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ♦❧❞ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ♥❡✇ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s❧②
s❡❡♠❡❞ q✉✐t❡ ❞✐st✐♥❝t✱ s✐♠✐❧❛r ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ tr❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❜❛✲
s✐s ♦❢ ❞✐s♣❛r❛t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ ❡①✐st❡♥❝❡ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❡①♣❧✐❝✐t ♠❡❛♥✐♥❣✱ ✉♥♣r♦✈❛❜❧❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ♥❡✇
❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❛♥ s❡tt❧❡ ♦❧❞ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❛t s❡t
t❤❡♦r② ♣❧❛②s t❤✐s r♦❧❡ ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦ ♠♦❞❡r♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ t❤❛t ✐t ✐s
❛❜❧❡ t♦ ♣❧❛② t❤✐s r♦❧❡ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢
t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❬▼❛❞❞② ✶✾✾✼✱ ✸✹✕✸✺❪

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❧♠♦st ❵st❛♥❞❛r❞✬ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥✲
❞❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡♥t✐t② ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❡t✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t s❡t t❤❡♦r② ❛s ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣r❛❝t✐❝❡✳✶ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✖✐✳❡✳✱

✶✳ ❖♥ t❤✐s ❣r♦✉♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❘❡s♥✐❦✬s ✐❞❡❛ t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❛
s❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❛t ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❛❝r♦✲
♣❛tt❡r♥✿ ✏❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❣r❡❛t❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❡t t❤❡♦r✐③✐♥❣ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■ ❤❛✈❡
✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❛s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥❞❛♥t ♦❜❥❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦r✱ ✐♥ ♠② t❡r♠s✱ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✮
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✑ ❬❘❡s♥✐❦ ✶✾✽✶✱ ✺✹✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ r❡❛❧✐st
str✉❝t✉r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❬❘❡s♥✐❦ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❬❘❡s♥✐❦ ✶✾✽✶❪ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦
♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧
✇❛②✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐♥❞❡❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
❞❡♣r✐✈❡❞ ♦❢ ✐ts st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧✐st ♣r♦♣♦s❛❧✳



✹✽ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥② ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥s✐❞❡ s❡t t❤❡♦r② ❛♥❞ t♦
✜♥❞ ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝ s✉rr♦❣❛t❡ ❢♦r ❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✖❤❛s ♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐
❛♥② ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❙❡t t❤❡♦r② ✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❤❡r❡ ❛s ♦♥❧② ❩❋❈✱ ❛s
✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ s❡t t❤❡♦r② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉♣♦♥ ❛r❣✉✐♥❣ ❢♦r ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢♦✉♥✲
❞❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t♦
❛♥❛❧②③❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ r❡✈❡rs❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞
❛①✐♦♠s✱ t❤❛t ❡①t❡♥❞ ❩❋❈✳✷ ❈❧❡❛r❧② t❤❡ t❡r♠ ✏t❤❡♦r②✑ ❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ♥❡✐t❤❡r ✇❡ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t
♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s✱ ♥♦r ♦❢ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ✐ts ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s t❛❝✐t❧② ✉s❡❞
✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✶✳✶ ❍✐❧❜❡rt✐❛♥ ♦r✐❣✐♥s

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡② ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
s❡♥s❡ s❡t t❤❡♦r② ♠❡❡ts t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ✉♥✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s
❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❍✐❧❜❡rt✬s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s✳ ❚❤❡② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❍✐❧❜❡rt✬s t❤♦✉❣❤t ♦♥ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s✱
❛❧s♦ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✐st❛♥t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ❍✐❧❜❡rt✬s ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ●❡♦♠❡tr②✳ ■♥
❤✐s ♠✐♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤② ❛ t❤❡♦r❡♠ ✐s tr✉❡ ✇❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✳

■ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
tr✉t❤ ❬♦r t❤❡♦r❡♠❪ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛✐♠ ❛t ✜♥❞✐♥❣
♥❡✇ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡♠s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s tr✉t❤✱
❜✉t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠
♦❢ ❦♥♦✇♥ tr✉t❤s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❛✐❞ ✇❤✐❝❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s tr✉t❤✳ ❬❍✐❧❜❡rt ✶✾✵✷✲✶✾✵✸✱ ✺✵✱ ♠② ✐t❛❧✐❝s❪

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❞❡s♣✐t❡ ❍✐❧❜❡rt✬s ✐❞❡❛s✱ ❤✐st♦r② t❤❡♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♠❡t❛♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s ❝❛♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♥❡✇ tr✉❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧
♠❡t❤♦❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s❡tt✐♥❣ ♦❢
❛ ❢♦r♠❛❧ t❤❡♦r②✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ ✐s ❛♥
❛tt❡♠♣t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❵✇❤② q✉❡st✐♦♥s✬ t❤❛t ❝❛♥ r✐s❡ ✐♥ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉rs❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ❍✐❧❜❡rt ✇❛s ❤♦♣✐♥❣ t♦ ❞♦
✐♥ ❤✐s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❛ ❧❡tt❡r t♦ ❋r❡❣❡✱ ❞❛t❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✾t❤✱ ✶✽✾✾
❍✐❧❜❡rt ✇r♦t❡✿

✷✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛ s♣❡❝✐❛❧ st❛t✉s ✐s ❤♦❧❞ ❜② ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐t
❧❛t❡r✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✹✾

■ ✇❛♥t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r s✉❝❤ q✉❡s✲
t✐♦♥s ❛s ✇❤② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t✇♦
r✐❣❤t ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❢❛❝t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛①✐♦♠✳
❬❋r❡❣❡ ✶✾✽✵✱ ✸✽✕✸✾✱ ✐t❛❧✐❝s ♠✐♥❡❪

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❢r♦♠ ❍✐❧❜❡rt ✐s t❤❡ ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥
t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠② ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ✐s ♥♦♥❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧
♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦✉r t❤✐♥❦✐♥❣ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❝❡❡❞s✳
❬❍✐❧❜❡rt ✶✾✷✼✱ ✹✼✺❪✱ ✐♥ ❬❱❛♥ ❍❡✐❥❡♥♦♦rt ✶✾✻✼❪

■♥ ❍✐❧❜❡rt✬s ♣r♦❣r❛♠✱ t❤✐s ❜❡❧✐❡❢ ✇❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t❤❛t ❢❡✇
❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❡✈❡r② ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤✐s s✉❣❣❡st✐♦♥
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡♥✲❡♥❞❡❞ ❧✐st✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❧s♦ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❧♦♦❦✐♥❣
❢♦r ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝✐t② t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ❛ t❤❡♦r② ✐s ❛❜♦✉t✱ ❜✉t
❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❦✱ s❤♦✇✐♥❣ ✐ts ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐ts ✉♥✐t②✳

❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ✐❞❡❛s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢❛❝t✱ ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ♣r♦♦❢ ❛♥❞
♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ✐ts tr✉t❤✳✸ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②
♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❛t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❦❡②
✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ♠❛♥② s❡t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ ❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡✲
✈❡♥t ✉s ❢r♦♠ ❧✐st✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✖✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❞ ❤♦❝ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ♠❛♥②
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞✴♦r s✉✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡✐r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
❛ t❤❡♦r❡♠✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s t❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ✐s ❤♦✇
✐t ✇❛s ❝♦♥❝❡✐✈❡❞✱ ❛t ❧❡❛st ❜② ❩❡r♠❡❧♦✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐rt✐❡s✳

❖✉r ❛①✐♦♠ s②st❡♠ ✐s ♥♦♥✲❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛❢t❡r ❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✐s ♥♦t ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❜✉t ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡t t❤❡♦r② r❡sts ♣r❡❝✐s❡❧②
♦♥ t❤✐s ❢❛❝t✳ ❬❩❡r♠❡❧♦ ✷✵✶✵✱ ✹✷✼❪

✸✳ ▲❛t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ ♠♦r❡ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✳



✺✵ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

❆ ❣♦♦❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❛r❣✉✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❛s ❛♥ ♦♣❡♥✲
❡♥❞❡❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✖❧✐❦❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✖t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧❡❛r t♦
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s♦❧❛t❡ ✐ts ❛①✐♦♠s✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ s❡t t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✇❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ str❡ss ✐s t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t tr✐❡s t♦ s✐♥❣❧❡ ♦✉t ♦♥❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❩❋❈✱ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥❝❡✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✱ ♦❢ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛✈♦✐❞✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❇❛♥❛❝❤✲❚❛rs❦✐ ♣❛r❛❞♦① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t
♥♦♥✲♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ s❡ts ♦❢ r❡❛❧s✱ t❤✐s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛s s♦♦♥
❛s ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✜♥✐t❡✳ ❋❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦✲
♥❡ss✱ t❤✐s ❤❛③② ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ✇❤❛t ❛❧❧♦✇s s❡t t❤❡♦r② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ✈❛❣✉❡♥❡ss✱ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ s❡t t❤❡♦r②
❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤❡r❡✱ ❡①❛❝t❧②✱ t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❧✐♥❡
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♥♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣❡♦♣❧❡ ❧✐❦❡ ❋❡❢❡r♠❛♥
❛♥❞ ❲❡❛✈❡r ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣✉t t❤❡ ❝r♦ss❜❛r ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ ❩❋❈✳✹ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞r♦♣ s♦ ❡❛s✐❧②
s❡t t❤❡♦r②✳ ■♥❞❡❡❞ ❡✐t❤❡r ✇❡ ❞✐s❝r❡❞✐t ♠♦❞❡r♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ s❡t t❤❡♦r② ❛s ❜❡✐♥❣
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♦r ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇✐❞❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❧❛❝❡ ✐t✳ ■♥ ❛ s❧♦❣❛♥✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤✐♥❣s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛♥ ❛r❡ ❞r❡❛♠t ♦❢ ✐♥ ❩❋❈✳ ❲❤❛t ✇❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦✛❡r❡❞ ❜② s❡t t❤❡♦r② ❛s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♣❛rt ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ s❡t t❤❡♦r②✳

✶✳✷ Pr❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ♣❧❛♥ t♦ s❤♦✇ ✇❤② s❡t t❤❡♦r② ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢
❞♦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛rt ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ t❤❡♦r② T ✱ t❤❛t ❡①t❡♥❞s ❩❋❈✱ ❤❛s ❝♦♥s✐st❡♥❝②
str❡♥❣t❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❛ t❤❡♦r② S ✐❢ ✐♥ ✜rst ♦r❞❡r P❡❛♥♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♣r♦✈❡ Con(T ) → Con(S)✱ ✇❤❡r❡ Con(T ) ✐s t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ T ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛ s❡♥t❡♥❝❡ ❆ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ s❡t
t❤❡♦r②✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ Con(A) ❛s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r Con(ZFC +A)✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✶✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥
s❡t t❤❡♦r②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣✱✺ ✐♥ t❤❡ s✐①t✐❡s✱ ♠❛♥② ♣r♦❜✲

✹✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬❲❡❛✈❡r ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❬❋❡❢❡r♠❛♥ ✶✾✾✾❪✳
✺✳ ❙❡❡ ❬❑✉♥❡♥ ✶✾✽✵❪ ❢♦r ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✺✶

❧❡♠s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❩❋❈✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭❈❍✮ ❛♥❞ ❙♦✉s❧✐♥✬s ❍②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♣r♦♦❢s ✐s ✉s❡❞✱ ❛s ❍✐❧❜❡rt ❞✐❞✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ✐s ♥♦t s✉✣✲
❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳

✷✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐ts ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢t❡♥ ❜r✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣❛ss❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
t❤❛t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ✐ts s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ s❛❢❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦
s♦♠❡ t❤❡♦r② ❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❩❋❈✳ ❇✉t s♦♠❡t✐♠❡s ❩❋❈ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
❢♦r t❤✐s t❛s❦✳ ■t ✐s ❤❡r❡ t❤❛t ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❧❛②✳

✸✳ ▲❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧s
❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✻ t♦ ♣r♦✈❡ Con(ZFC)✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♣♦✇❡r ♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❩❋❈✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥s✐st❡♥❝②
str❡♥❣t❤✳ ■♥❞❡❡❞ ♠❛♥② ♥❛t✉r❛❧ s❡♥t❡♥❝❡s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❩❋❈ ❝❛♥ ❜❡
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥t✖✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❩❋❈✖✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s✳ ❚❤❡♥ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞✱ ♠♦❞✉❧♦
❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
s❡♥t❡♥❝❡s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❩❋❈✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❛s t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢♦r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t tr❛♥s❝❡♥❞ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❩❋❈✳

❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❢❛❝t✿ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② str❡♥❣t❤
♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❢❡✇ ❝❛s❡s✱ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇❡❧❧
❢♦✉♥❞❡❞✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ✐♥ s❡t t❤❡♦r② ✐s t✇♦❢♦❧❞✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡②
s❡r✈❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥✲
❡❛r ♦r❞❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r ❝♦♥s✐st❡♥❝② str❡♥❣t❤❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡② s✉♣♣❧②
t❤❡ ♠❡❛♥s t♦ ❣✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦♦❢s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡✲
♦r❡♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛t❡♠❡♥t A✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
♦❢ s❡t t❤❡♦r②✱ ✐❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s I st❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ κ
❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ A ❤♦❧❞s❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s I ✐♠♣❧✐❡s Con(A)✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✲
s✐st❡♥❝② str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤✐s ❛s♣❡❝t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
t❤❛t s❡t t❤❡♦r② ❝❛♥ ♦✛❡r t♦ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡
❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ✐ts ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥
❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛s❦✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ✐ts ❛①✐♦♠s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❛ t❤❡♦r❡♠✱ ♦r st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛①✐♦♠s t❤❛t ❛r❡

✻✳ ■❢ κ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ s♦ t❤❛t Vκ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❋❈✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t κ ✐s ❛ ❧❛r❣❡
❝❛r❞✐♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✳



✺✷ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐ts ✭♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✮ ♣r♦♦❢✱ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥
t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠✱ ❧✐❦❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❍✐❧❜❡rt✬s ✇♦r❦ ♦♥ ❉❡s❛r❣✉❡✬s t❤❡♦r❡♠✖✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❧❡❛r ✐ts
s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❡♥t✳ ❇✉t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ❛ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❛♥❛❧②s✐s
t❤❛t ❧♦♦❦s ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✖❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❩❋❈✖t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐sts ❥✉st ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛② ❜❡ ❣✐✈❡♥
❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
✐ts ♣r♦♦❢✱ ♥♦r ❢♦r ✐ts ❝♦♥t❡♥t✖✐✳❡✳✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
✏❲❤② t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ s❡t t❤❡♦r②❄✑ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ r❡s✉❧t
♦❢ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ✇❡❧❧ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✉s ♦❢
❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♦❢ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡
♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ ❛ s❡♥t❡♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❩❋❈✿ t❤❡ ♦♥❡s ✇❤♦s❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❝♦♥✲
s✐st❡♥❝② ♣r♦♦❢✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛ss✐♠✐❧❛t❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ tr✉t❤ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❛ s②♥✲
t❛❝t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ s♦♠❡t❤✐♥❣✱ ♣♦ss✐❜❧②✱ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❩❋❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ tr✉t❤
♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♥t❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ✐♥
t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦♦❢s ✜❧❧s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
str❡♥❣t❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ♦♥❧② ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ I → A✱ ❜✉t ❛❧s♦
I → Con(A)✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✱ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛♥♦t❤❡r s❡♥t❡♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤✐s ✐s tr✉❡✳

❍❡♥❝❡✱ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥s✇❡r t♦ ✏✇❤②✑ q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
s❡♥s❡✱ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❣✐✈❡
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡❛♥s✱ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ♣r♦✈❡ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦
t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♦✉r ❜❡❧✐❡✈❡s ✐♥ t❤❡✐r tr✉t❤✳✼ ❆❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥✱ tr✉t❤✱ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙✐♥
♦❢ ●ö❞❡❧✬s t❤❡♦r❡♠✱ ❜✉t ✇❤❛t ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s✖t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❢♦r❝✐♥❣✖♦✛❡r ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ str❛t✐❢② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ✐♥ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✼✳ ■❢ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t
t❤❡ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ♠❛♥② ❧❛r❣❡
❝❛r❞✐♥❛❧s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s st❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ✉♥✐✈❡rs❡s ♦❢ s❡t t❤❡♦r②❀ t❤❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ❛r❡ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✳ P✉s❤✐♥❣ t❤✐s
♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ❣❡t ❛ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❧❛ss V ✐♥ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❩❋❈✱ ❜② ❑❡♥♥❡t❤ ❑✉♥❡♥✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✺✸

✶✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❤❡r❡ t♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t s❤♦✇ ❤♦✇ s❡t t❤❡♦r② ✐s ✉s❡❞
t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❤❡r❡ t♦ str❡ss ♥♦t ♦♥❧② t❤❡
✜♥❡ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ❜✉t
❛❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
✜❡❧❞s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s
❛s♣❡❝t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ ✐t ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❲❡ s❤❛❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t♦ ❲❤✐t❡❤❡❛❞✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡♥t
r❡s✉❧t ❜② ❋❛r❛❤ ♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ❛♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ✭❲❤✐t❡❤❡❛❞✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✭❲P✮✮ ■s ❡✈❡r② ❲❤✐t❡❤❡❛❞ ❣r♦✉♣
✭✐✳❡✳✱ ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣ A s✉❝❤ t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r B ✐s ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ f :
B → A ✐s ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❤♦s❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs Z✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ g : A → B
✇✐t❤ fg = idA✮ ❛ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❣r♦✉♣ A t❤❛t ❤❛s ❛ s✉❜s❡t X✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ A ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥✐q✉❡❧②✽ ❛s ❛
✜♥✐t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ X ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✈❡rs❡s✮❄

■♥ t❤❡ s❡✈❡♥t✐❡s ❙❤❡❧❛❤ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳ ✭❬❙❤❡❧❛❤ ✶✾✽✵❪✮ ■❢ V = L✾✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ❲P ✐s ②❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳ ✭❬❙❤❡❧❛❤ ✶✾✼✼❪✮ ■❢ ▼❛rt✐♥✬s ❆①✐♦♠ ✭▼❆✮✶✵ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭¬❈❍✮ ❜♦t❤ ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ❲P ✐s ♥♦✳

✽✳ ▼♦❞✉❧♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ab = axx−1b✳
✾✳ ❚❤❡ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s V = L st❛t❡s t❤❛t ❛❧❧ s❡ts ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✳

■♥❞❡❡❞ V ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ s❡ts t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② st❛❣❡s ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥ α✲♠❛♥② t✐♠❡✱ ❢♦r ❡✈❡r②
♦r❞✐♥❛❧ α✿

❼ V0 = ∅,

❼ Vα+1 = P(Vα),

❼ Vλ =
⋃

α∈λ
Vα✱ ❢♦r λ ❧✐♠✐t ♦r❞✐♥❛❧✱

❼ V =
⋃

α∈Ord
Vα✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ L ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ s❡ts✱ t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❋♦r ❛ s❡t X ❧❡t Def(X) ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s❡ts ❞❡✜♥❛❜❧❡
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ X✳ ❚❤❡♥ L ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ L0 = ∅,

❼ Lα+1 = Def(Lα),

❼ Lλ =
⋃

α∈λ
Lα✱ ❢♦r λ ❧✐♠✐t ♦r❞✐♥❛❧✱

❼ L =
⋃

α∈Ord
Lα✳

✶✵✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❆ ❤❡r❡✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✐s t❤❛t
✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦❡st ❋♦r❝✐♥❣ ❆①✐♦♠s✳ ❲❡ r❡❢❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r✱ t♦ ❬❏❡❝❤
✷✵✵✸❪✳



✺✹ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❱❂▲ ❛♥❞ ¬❈❍ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✲
✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ Con✭❩❋❈ ✰ ❱❂▲✮ ⇐⇒ Con✭❩❋❈✮ ⇐⇒ Con✭❩❋❈ ✰
▼❆ ✰ ¬❈❍✮ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❛♥s✇❡rs t♦ ❲P✱ ✇✐t❤♦✉t
❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② str❡♥❣t❤ ♦❢ ❩❋❈❀ t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ♦✈❡rs❤♦♦t✐♥❣
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❢✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②s✐s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❚❤❡ ❈❛❧❦✐♥ ❛❧❣❡❜r❛ C(H) ✐s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ B(H)✱ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢
❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✱
❜② t❤❡ ✐❞❡❛❧ K(H) ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ♦♣❡r❛t♦rs✳

■t ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦ ✐❢ ❡✈❡r② ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ✐♥♥❡r❀ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ✐t ✐s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥
s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✻✳ ✭❬P❤✐❧❧✐♣s ✫ ❲❡❛✈❡r ✷✵✵✼❪✮ ■❢ ❈❍ ❤♦❧❞s t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠ ♦❢ C(H) t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥♥❡r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✼✳ ✭❬❋❛r❛❤ ✷✵✶✵❪✮ ■❢ t❤❡ ❖♣❡♥ ❈♦❧♦r✐♥❣ ❆①✐♦♠ ✭❖❈❆✮✶✶ ❤♦❧❞s ❛❧❧
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ C(H) ❛r❡ ✐♥♥❡r✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋❛r❛❤✬s t❤❡✲
♦r❡♠ ✉s❡❞ t❤❡ Pr♦♣❡r ❋♦r❝✐♥❣ ❆①✐♦♠ ✭P❋❆✮✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② str❡♥❣t❤ ✐s
♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ Con(ZFC)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❤② P❋❆ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② t❤❛t ❥✉st ❖❈❆✱ t❤❛t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ P❋❆✱ ✇❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡♥ s✐♥❝❡ Con✭❩❋❈ ✰ ❖❈❆✮ ⇐⇒ Con✭❩❋❈✮ ⇐⇒
Con✭❩❋❈ ✰ ❈❍✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❀ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❝♦♥s✐st❡♥❝② str❡♥❣t❤✳

✶✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥t

r❡s✉❧ts

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❛t✉r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡② ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♣✐st❡♠✐❝❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡✐r
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ♦r ❥✉st ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♥❡✇ ❛♥❞ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✽✳ ✭❬❋r❡✐❧✐♥❣ ✶✾✽✻❪✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ♦✈❡r ❩❋❈✿

✶✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿ 2ℵ0 = ℵ1✱

✶✶✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❆✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬❏❡❝❤ ✷✵✵✸❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❖❈❆✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✺✺

✷✳ ❆①✐♦♠ ♦❢ ❙②♠♠❡tr②✿ ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ f t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡ts
♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳✱ f : R → [R]ℵ0 ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ x0, x1 ∈ R

s✉❝❤ t❤❛t x0 /∈ f(x1) ❛♥❞ x1 /∈ f(x0)✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦st❧② ❛♣✲
♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❛♥❞ s♦ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣✲
❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉❝❤✱ ✉♣ t♦ ❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❜❡st ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❙♦❧♦✈❛②✬s
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❛❧s✱ t❤❛t st❛rt❡❞ t❤❡
st✉❞② ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ s❡t t❤❡♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾✳ ✭▲▼✱ ❇P ❛♥❞ P❙P✮ ●✐✈❡♥ X ⊆ R✱ ✇❡ s❛② t❤❛t X ✐s
▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✭▲▼✮ ✐❢ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R✳ ❲❡ s❛② t❤❛t X ❤❛❞ t❤❡ Pr♦♣❡rt② ♦❢ ❇❛✐r❡ ✭❇P✮✱ ✐❢
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t U s✉❝❤ t❤❛t U∆X ✭t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ✐s ❛ ♠❡❛❣❡r
s❡t ✭✐✳❡✳✱ s♠❛❧❧✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t X ❤❛s t❤❡ Pr♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t s❡t ✭P❙P✮✱ ✐❢
✐t ✐s ❡✐t❤❡r ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♦r ❤❛s ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ♣❡r❢❡❝t s✉❜s❡t✿ ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡t ✇✐t❤ ♥♦
✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✵✳ ✭❬❙♦❧♦✈❛② ✶✾✼✵❪✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ♦✈❡r ❩❋❈✿

❼ Con(ZF+ ❛❧❧ s❡ts ♦❢ r❡❛❧s ❛r❡ ▲▼ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❇P ❛♥❞ P❙)✱

❼ Con(❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡✶✷ ❝❛r❞✐♥❛❧ κ)✳

❚❤❡ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❛t ✐t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤❛t ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❛t ❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧s
❜❡❤❛✈❡ ✈❡r② ♥✐❝❡❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✶✳✺ ◆❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❤❡r❡ t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳✶✸ ❚❤❡② ❛r❡ ♣❛rt
♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❤❡❧♣s ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧✲
♦❣② s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ●ö❞❡❧✬s ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞ ❲♦♦❞✐♥✬s ♣r♦❣r❛♠✳✶✹

❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ s❡t
t❤❡♦r② st❡♣ ❜② st❡♣❀ t❤❛t ✐s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss V = {x : x = x}✳

❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ✏st❡♣ ❜② st❡♣✑ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✳

✶✷✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✳ ❲❡ s❛② t❤❛t κ ✐s ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐❢ ✐t
✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② λ < κ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 2λ < κ✳
✶✸✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ q✉♦t❡ ❛r❡ ♦❧❞✱ ❜✉t ✇❤❛t ✐s ♥❡✇ ✐s t❤❡✐r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡

❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡② ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤✐s
♥❡✇ ❝♦♥t❡①t❀ s❡❡ ❬❱✐❛❧❡ ✷✵✶✶❪✳
✶✹✳ ❙❡❡ ❬❲♦♦❞✐♥ ✷✵✵✶❪ ❢♦r ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✳



✺✻ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✶✳ ■❢ x ✐s ❛ s❡t ✇❡ ❞❡✜♥❡ tc(x) ❛s t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ x✿
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ✉♥❞❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s x ❛♥❞ t❤❛t ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢
y ∈ tc(x) t❤❡♥ y ⊆ tc(x)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✷✳ ✭❆ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✮ ❲❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ V st❛❣❡ ❜② st❛❣❡
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❢♦r ❡✈❡r② λ ∈ Card t❤❡ str✉❝t✉r❡ H(λ) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡
s❡ts ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❤❡r❡❞✐t❛r✐❧② ❧❡ss t❤❛♥ λ✳

H(λ) = {x : |x| < λ ❛♥❞ ∀y (y ∈ tc(x) ⇒ |y| < λ)}.

❚❤❡♥ ❲♦♦❞✐♥✬s ✇❛② t♦ ♣❤r❛s❡ ❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❖♥❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s H(ℵ0)✱
H(ℵ1) ❛♥❞ t❤❡♥ H(ℵ2)✳ ❆ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♦♥❡ s❡❡❦s
t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛①✐♦♠s ❢♦r t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❈♦♥t✐♥✉♠♠ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ H(ℵ2)✱✶✺ ❛♥②
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠s ❢♦r H(ℵ2) ✇✐❧❧ r❡s♦❧✈❡
t❤❡ ❈♦♥t✐♥✉♠♠ ❍②♣♦t❤❡s✐s✳ ❬❲♦♦❞✐♥ ✷✵✵✶✱ ✺✻✾❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❍✳ ◆♦✇ ✇❡
♥❡❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ s❡♥s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❛tt❡♠♣ts t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r②✱ r✉❧✐♥❣
♦✉t t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❣✐✈❡♥ ❜② ●ö❞❡❧✬s s❡♥t❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡
s❡♥t❡♥❝❡s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ t❤❡♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✸✳ ψ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ M ✱ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❡♥♦✉❣❤
♦❢ ❩❋❈✱ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② s❡♥t❡♥❝❡ φ ∈ Th(M)✱

ZFC + ψ ⊢ pM � φq ♦r ZFC + ψ ⊢ pM � ¬φq.

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❲♦♦❞✐♥✬s ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r
❜② ❱✐❛❧❡✱ t❤❛t s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❛①✐♦♠s ✜t ✐♥ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❢♦r❝✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t♦
❣✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ s❧♦❣❛♥ t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡s
t❤❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❑❡② ✐❞❡❛✿ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣ ✐s ❛ t♦♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r♦✈❡
t❤❡♦r❡♠s ♦✈❡r ❝❡rt❛✐♥ ♥❛t✉r❛❧✶✻ t❤❡♦r✐❡s T ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞ ❩❋❈✳

❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✐s ❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦❤❡♥✬s ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱
t❤❛t s❤♦✇s ❤♦✇ ❛♥② tr❛♥s✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❋❈ ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ Σ1 t❤❡♦r② ♦❢
H(ℵ1)✳

✶✺✳ ■♥❞❡❡❞ R ⊆ H(ℵ2)✱ s✐♥❝❡ P(ω) ⊆ H(ℵ1) ❛♥❞ s♦ ❡✈❡r② s✉❜s❡t ♦❢ R ❜❡❧♦♥❣s t♦
H(ℵ2)✳
✶✻✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ ♥❛t✉r❛❧✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛♠❡ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤✐s ❧❛t❡r✳ ▲✉❝❦✐❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥❛t✉✲
r❛❧♥❡ss ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ❞❡s❡r✈❡s ❛
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✺✼

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✹✳ ✭❬❈♦❤❡♥ ✶✾✻✸❪✮ ❆ss✉♠❡ T ❡①t❡♥❞s ZFC✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r②
Σ0✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ(x, p) ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r p s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ p ⊂ ω t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

❼ T ⊢ pH(ℵ1) � ∃xϕ(x, p)q

❼ T ⊢ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r P s✉❝❤ t❤❛t P ∃xϕ(x, p)✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ ❢♦r✲
♠✉❧❛s✱ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ H(ℵ1)✳ ◆❡①t t❤❡♦r❡♠ s❛②s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ L(R) ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ s❡t t❤❛t ❛r❡
❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t H(ℵ1) ⊆ L(R) ❛♥❞
H(ℵ1)

L(R) = H(ℵ1)✳ ❙♦ ♥❡①t r❡s✉❧t ✐s r❡❛❧❧② ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✺✳ ✭❲♦♦❞✐♥ ❬▲❛rs♦♥ ✷✵✵✹❪✮ ❆ss✉♠❡ T ❡①t❡♥❞s ZFC ✰ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❝❧❛ss ♠❛♥② ❲♦♦❞✐♥ ❝❛r❞✐♥❛❧s✳✶✼ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ ϕ(p) ❛♥❞ ❡✈❡r②
♣❛r❛♠❡t❡r p s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ p ⊆ ω t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

❼ T ⊢ pL(R) � ϕ(p)q

❼ T ⊢ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r P s✉❝❤ t❤❛t P ϕL(R)(p)✳

❙♦✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣✱ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❛r❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
str✉❝t✉r❡ H(ℵ1)❀ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ H(ℵ1) ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
H(ℵ1)✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❡✈❡r② r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r② ❞❡♣❡♥❞s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
s❡t t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❛s ❢❛r ❛s ♦t❤❡r ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢✖❛♥❞ ■ ❞♦✉❜t t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❡✈❡r ❜❡✖♦❢ t❤✐s
❢❛❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥♥♦❝✉♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❛t ❣♦❡s ❤❛♥❞ ✐♥
❤❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❛❣♠❛t✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❡✈❡r②
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❛ ❢✉❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ H(ℵ2)✱
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛①✐♦♠✿ MM+++✿ t❤❡ str♦♥❣❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢
❛①✐♦♠s ❝❛❧❧❡❞ ❋♦r❝✐♥❣ ❆①✐♦♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✻✳ ✭❬❱✐❛❧❡ ✷✵✶✸❪✮ ❆ss✉♠❡ T ❡①t❡♥❞s ZFC+MM++++✶✽ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❝❧❛ss ♠❛♥② s✉♣❡r ❤✉❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ ϕ(x) ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r p s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ p ∈ H(ℵ2) t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

❼ T ⊢ pH(ℵ2) � ϕ(p)q

❼ T ⊢ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② s❡t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r P s✉❝❤ t❤❛t P

ϕH(ℵ2)(p) ❛♥❞ P ♣r❡s❡r✈❡s MM+++✳

✶✼✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ t♦♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡❀ s❡❡ ❬❏❡❝❤ ✷✵✵✸❪✳ ❲❤❛t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✐s ❥✉st t❤❛t ❲♦♦❞✐♥ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s✳
✶✽✳ ❙❡❡ ❬❱✐❛❧❡ ✷✵✶✸❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳



✺✽ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

❍❡♥❝❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❋♦r❝✐♥❣ ❆①✐♦♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ H(ℵ2) ❛♥❞✱ ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ t❤❛t ❧✐❡s ❜❡❤✐♥❞ ❛♥❞
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✖❛s ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❲❤✐t❡❤❡❛❞
Pr♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❈❛❧❦✐♥ ❆❧❣❡❜r❛✖t❤❡② ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞ ❜♦t❤ ▼❆ ❛♥❞ ❖❈❆ ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
▼▼+++✳

■t ✐s ♥♦✇ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥✲
❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ✉♥✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
❛r❣✉♠❡♥ts t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t s❡t t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥✐❢② ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s✱ ❛s ❢❛r ❛s ✐t ✐s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡
♦♥ ♦✉r ❝❧❛✐♠ t❤❛t s❡t t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✷ ❆①✐♦♠s ❛s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s

❙♦ ❢❛r ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s
t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❜✉t ♦✉r ❝❧❛✐♠ ✐s str♦♥❣❡r ❛♥❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡
♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✿ ❛ r❡❝❡♥t tr❛❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛s ❛ q✉✐❝❦ ❧♦♦❦ ❛t ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s✳✶✾

❖✉r ♠❛✐♥ t❤❡s✐s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥
❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② s❡t t❤❡♦r②✱ ♠❛♥② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛①✐♦♠s✱ ♠❛♥✐❢❡st s♣❡❝✐✜❝
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦✱ ❛t ❧❡❛st✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❝❝♦✉♥t
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✖♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛r❡❛
♦❢ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛✐♠ ✐s t❤❛t
s♦♠❡ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ❧✐♥❦ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r❡
♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❢❡✇ ♦❢
t❤❡♠ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐t ❛s ❛ ✇❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡♠ ❑✐t❝❤❡r✬s ❛❝❝♦✉♥t✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝
t❤❡♦r✐❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t s♦♠❡ ❛①✐♦♠s ✐♥ s❡t
t❤❡♦r② ❤❛✈❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ❜✉t ✇❡ r❡❢❡r t♦
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✭❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✶❪✱ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾❪ ❛♥❞ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✹❪✮
❛♥❞ t♦ ▼♦❧✐♥✐♥✐✬s P❤❞ t❤❡s✐s ✭❬▼♦❧✐♥✐♥✐ ✷✵✶✶❪✮✱ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉❜❥❡❝t✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❡❛r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❝✉r❡ ♣❛ss❛❣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❑✐t❝❤❡r✬s ✇♦r❦✳

■♥ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❛s♣❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛①✐♦♠s ✐♥
s❡t t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❝♦♥♥❡❝t ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦✲
♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s✱ t❤❛t ❤❛s ✐ts r♦♦ts ✐♥ t❤❡

✶✾✳ ❙❡❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs ❬▼❛♥❝♦s✉ ✷✵✵✽❪✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✺✾

❡♠♣✐r✐❝✐st ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❏♦❤♥ ❙t✉❛rt ▼✐❧❧✳ P❛♦❧♦ ▼❛♥❝♦s✉✱ ✐♥ ❬▼❛♥❝♦s✉ ✷✵✵✶❪✱
❤❛s ♥❛♠❡❞ t❤✐s tr❛❞✐t✐♦♥ ❤✲✐♥❞✉❝t✐✈✐s♠✿ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t s❡❡s ✐♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss
♦❢ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠✱ ❛♥❞ ✐♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❣✐✈❡ ❛ s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✐ts ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r✱ ✇❡
❝❛♥ ✜♥❞ ❛❧s♦ ❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ ●ö❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡❧✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡
♣♦✇❡r✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳✷✵

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ t❤❡s✐s t❤❛t ❛①✐♦♠s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ ❛r❣✉❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ r❡❛❧✐st ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t ✇❡ ❛r❣✉❡ ❢♦r ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛♥② ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✇✐❧❧ tr②
t♦ ❣✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝
s❡tt✐♥❣✱ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛r❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✐♥✿ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦
r❡❛s♦♥s ❢♦r ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳

✷✳✶ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❑✐t❝❦❡r✬s ❛❝❝♦✉♥t❄

❲❤❛t ✐♥t❡r❡sts ✉s ❤❡r❡ ✐s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥②✱
✐♥s✐❞❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♠❡❛♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣✉r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❜② ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✿ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡❝✐s❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛✲
♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣s ♦❢ ❑✐t❝❤❡r✱ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣♦rt t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠

✷✵✳ ❙❡❡ ▼❡❤❧❜❡r❣✱ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✿ ✏❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❍✐❧❜❡rt✬s
♣r♦❣r❛♠ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s
✇❤✐❝❤ ❤❡ tr✐❡❞ t♦ ♣❧❛❝❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❵❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✬ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦
❝❡rt❛✐♥ r❡❧❡✈❛♥t ✈✐❡✇s ♦❢ ●ö❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥✈❡②❡❞ t♦ ♠❡✱ s♦♠❡ ②❡❛rs ❛❣♦✱
❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛❞ ❛t Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆✳❏✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●ö❞❡❧✱ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ❧✐t❡r❛❧❧② ❛
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡
tr✉t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛t ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ ●ö❞❡❧✬s ✈✐❡✇✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡s❡
❛❧❧❡❣❡❞ ❵❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✬ ✐s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡❞✱ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧
t❤❡♦r②✱ ❜② ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪ Pr♦❢❡ss♦r ●ö❞❡❧ s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦✲❝❛❧❧❡❞
❧♦❣✐❝❛❧ ♦r s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❵❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✬ ❢♦r ♥✉♠❜❡r✲t❤❡♦r②✱ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱ ✐s ❡①♣❧❛♥❛t♦r②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❛❧❧② ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧✱ ❡①❛❝t❧② ❛s ✐♥
♣❤②s✐❝s✑ ❬▼❡❤❧❜❡r❣ ✶✾✻✵✱ ✽✻✕✽✼❪✳



✻✵ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

♣❤②s✐❝ t♦✖♣✉r❡✖♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✐t❝❤❡r ❤✐♠s❡❧❢✱✷✶ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t
♦❢ ❤✐s ❤♦❧✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❬●❪✐✈❡♥ ♠② ♦✇♥ ✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜❛s✐s ❢♦r ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✳ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾✱ ✹✷✸❪

❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❤♦✇ ✇❡❛❦ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s✱ ❜✉t ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❛✈❡ ❢r♦♠
❑✐t❝❤❡r✬s ✇❛② t♦ s❡t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✖✐✳❡✳✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ♦r ❞❡❞✉❝❡✖❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛
❧♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❛t tr✐❡s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❧❛tt❡r t❛s❦ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤✐♥ts t❤❛t ✐t ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ✇❤② ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦✉♥ts ❢♦r
♠♦r❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❆ s❡♠✐♥❛❧✱ ❜✉t ✐s♦❧❛t❡❞✱ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✇♦r❦ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ P❛s❡❛✉✬s st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss t❤❡♦r❡♠
❬P❛s❡❛✉ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡s✐s ♦❢ P❛s❡❛✉✱ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ✇❡ ❛❣r❡❡✱ ✐s t❤❛t t❤❡
❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❛❧✇❛②s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ❤❛r❞✱
✐❢ ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ✐t✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♣♦✐♥ts ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❧s♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r② ✐♥ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✇❛②✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❛ ❧♦♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥
t❤❛t ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ❆r✐st♦t❧❡✬s t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❛t ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♠♦♥❣ ❤✐s ♠❡♠❜❡rs✱
❛❧s♦ ❇♦❧③❛♥♦✳✷✷ ▲❡❛✈✐♥❣ ❛s✐❞❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ str❡ss ❤♦✇ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✜t ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡✱ ❧❡t ✉s s❡❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❑✐t❝❤❡r✬s ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ❤✐s ❛✣♥✐t✐❡s ✇✐t❤ ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t② ❛s t❤❡
♠❛✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❍❡♠♣❡❧✬s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱
❑✐t❝❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ t❡r♠s✿

❚❤✐s ✉♥♦✣❝✐❛❧ ✈✐❡✇✱ t❤❛t r❡❣❛r❞s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛s ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐s✱ ■
t❤✐♥❦✱ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ✈✐❡✇✳ ▼② ❛✐♠ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐ts ✈✐rt✉❡s✳ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✶✱ ✺✵✽❪

✷✶✳ ❆♥❞ s✉st❛✐♥❡❞ ❜② ❤✐s r❡❛❞❡rs✱ ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❚❛♣♣❡♥❞❡♥ ✷✵✵✺✱ ✶✺✽✕✶✺✾❪✖✇❤❡r❡
❚❛♣♣❡♥❞❡♥ s❛②s✿ ✏❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✐♥❞❢✉❧ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❞♦ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ■✬❧❧ ❝♦✉♥t ✐t ❛s ❛♥ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✐t s✉♣♣♦rts ❛ ✉♥✐❢♦r♠ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞
s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ ✉♥✐❢♦r♠ tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ s♦♠❡ ♣✉r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❛s❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ♥♦♥✲♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♥❡s ✐s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛s ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡✈❡♥t✐❡s ❜② ▼✐❝❤❛❡❧ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❛♥❞
P❤✐❧✐♣ ❑✐t❝❤❡r✑✖❛♥❞ ✐♥ ❬▼❛♥❝♦s✉ ✫ ❍❛❢♥❡r ✷✵✵✽❪✳
✷✷✳ ❙❡❡ ❬▼❛♥❝♦s✉ ✶✾✾✾❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦❧③❛♥♦✬s t❤❡♦r② ♦❢

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✻✶

❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❛t ❧❡❛st ❛t t✇♦ ❧❡✈❡❧s✿ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❡❛r✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❢♦r♠❡r✱
❑✐t❝❤❡r ✐s ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ ✇❤② q✉❡s✲
t✐♦♥✳ ❊①❛❝t❧② ❤♦✇✱ ❡❝❤♦✐♥❣ ❍✐❧❜❡rt✬s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♦✉r ♣r❛❝t✐❝❛❧
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ❞♦✳

■ s❤❛❧❧ r❡str✐❝t ♠② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✲s❡❡❦✐♥❣ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥s✱
❛♥❞ ■ s❤❛❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛♥
❛r❣✉♠❡♥t ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s S ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥
✏❲❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑❄✷✸ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✶✱ ✺✶✵❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s ♥❛rr♦✇ ❛s ❑✐t❝❤❡r s❡❡♠s
t♦ ❛r❣✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
✏❲❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑❄ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛s❦❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ S t♦ ❜❡
❋❡r♠❛t✬s ▲❛st ❚❤❡♦r❡♠ ✭❋▲❚✮✱ ❜✉t ✐❢ ✇❡ ❛s❦✿ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❋▲❚✑ ✐♥
❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ st❛t❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤❛t
♦❢ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢ ♦❢ ✐t✳ ❈♦♥tr❛r✐✇✐s❡✱ t❤✐s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ q✉❡st✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ t❤❡♦r② s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s❝❤❡♠❡ t❤❡♦r② ❛♥❞
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣✉r❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♣r♦♦❢ ❞♦ ❤❛✈❡ ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛♥s✇❡r t♦ ❛ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❛t ✇❡ s✉❣❣❡st ✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❤✐❞❡ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱
t❤❛t ❜r✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r s♦♠❡ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ❛♥❞ ❧❡ss ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉rs❡✳

❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t ❑✐t❝❤❡r ✐s ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❛♥
❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✷✹ ❛♥❞✖t❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡s✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❑✐t❝❤❡r
✶✾✽✶❪ ❛♥❞ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾❪✖t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s K✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛✲
t♦r② st♦r❡ E(K)✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❜❡st s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥✖r❡❛❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞✖♦❢ K✳ ❲❤❛t ♠❛❦❡s E(K) t❤❡ ❜❡st
s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ✐t ❛ s❡t A ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts✖
❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❛s✐s✖t❤❛t ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❛t✱ ❜❡tt❡r
t❤❡♥ ♦t❤❡r s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥s✱ ✉♥✐❢② K✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿

❙♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ■ s❤❛❧❧ tr② t♦ ❛rt✐❝✉❧❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t E(K) ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❜❡st
tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

✷✸✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s q✉♦t❛t✐♦♥ ♠❛♥✐❢❡sts ❑✐t❝❤❡r✬s ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥❞❡❡❞✱
❤✐s ❛✐♠ ✐s ♥♦t t♦ s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t♦r②✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✖❣❧♦❜❛❧✖❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r
✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t♦r②✳
✷✹✳ ■♥ ❑✐t❝❤❡r ✇♦r❞s✿ ✏❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts ✇❤♦s❡ st❛t✉s ✭❛s ❛ ♣r❡♠✐s❡ ♦r ❛s

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡♠❜❡rs ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❡❞ r✉❧❡✮ ✐s ❝❧❡❛r❧②
s♣❡❝✐✜❡❞✑ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾✱ ✹✸✶❪✳



✻✷ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾✱ ✹✸✷❪

■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ✐♥ ❑✐t❝❤❡r✬s ✇♦r❦✱ ❤♦✇ t❤✐s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡✛❡❝t
s❤♦✉❧❞ ❛❝t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r✳✷✺ ❲❡
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❛t ❑✐t❝❤❡r ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❤❡r❡ t♦ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss t❤❛t
♦✉r ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ E(K) s❤♦✉❧❞ s✉r❡❧② ❢✉❧✜❧❧✳

❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss ❤❡r❡ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❑✐t❝❤❡r✱ ✇❤❛t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥✳
❑✐t❝❤❡r ♦✛❡rs ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ✈❛❣✉❡✳ ❲❤❛t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ❢r♦♠ ❑✐t❝❤❡r✬s ✐❞❡❛ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛
❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t✖♥♦t ♦♥❧② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✖s✉✣❝✐❡♥t❧②
❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✿
✐t ✐s ✇❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥ ❛s
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✶❪ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ✐♥ ❑✐t❝❤❡r✬s ✇♦r❦
♦❢ ❛ ❝❧❡❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②✳

❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✉♥✐❢②✐♥❣ ♣♦✇❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡
♠♦❞✐✜❡❞✱ s♦ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡r❡❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ ❜❛s✐s✱✷✻ ✇❡ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♠♦♥❣
t❤❡♠✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ ❜❛s✐s ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦r❡
♣❛tt❡r♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ ♣❛tt❡r♥ ❛s ❛
s✉❜♣❛tt❡r♥✳ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✶✱ ✺✷✶❪

❆❧t❤♦✉❣❤ ❑✐t❝❤❡r tr✐❡s t♦ ❝❧❡❛r ✇❤❛t ✐s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦
❦❡❡♣ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❛s ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✈❛❣✉❡✱ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳✷✼ ❚❤❡♥ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛s❦✿ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ s❡t
t❤❡♦r②✖❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ❩❋✱ t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✖
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ❛s ❢❛r ❛s ❜♦t❤ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②❄ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝❛❧❧ ❩❡r♠❡❧♦✬s ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t
t❤❡ ✏✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡t t❤❡♦r②✑✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠♦r❡
❝♦♥❝r❡t❡✱ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ t❤❡ ❈❛❧❦✐♥
❛❧❣❡❜r❛ ❛r❡ ✐♥♥❡r✳ ❚❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇♦r❦s ✐s ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ P(ω)/fin✳
❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛①✐♦♠ ❖❈❆ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥

✷✺✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ✇♦r❦ ❥✉st ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❝♦✉♥t❛❜❧②
♠❛♥② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳
✷✻✳ ❏✉st t♦ r❡❝❛❧❧ ✐t✱ ❛ ❜❛s✐s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡

✉♥✐❢②✐♥❣ ✇❛② ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥✳
✷✼✳ ■♥ ♣❛ss✐♥❣ ❧❡t ✉s ❥✉st ♥♦t✐❝❡ ❤♦✇ t❤✐s ✈❛❣✉❡♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t

♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞ ❛♥② ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❛✐♠s t♦ ❛s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s❡tt✐♥❣
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛r❣✉♠❡♥ts ♣❛tt❡r♥s✱ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ❇✉t ✇✐t❤♦✉t
❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❧❡ss✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✻✸

❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ■t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✐ts s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥
r❡❧❛②✐♥❣ ♦♥ s❡t t❤❡♦r② ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡t ❛♥❞
t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ s❡t t❤❡♦r② ❛r❡ s♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞✖♣♦ss✐❜❧②✖t♦ ❛♥② ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❛①✐♦♠s ❢♦r s❡t t❤❡♦r② ♣❡r♠✐ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱
♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣s✳ ❲❤❡♥ ❛tt❛❝❦✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡
✜rst ❛tt❡♠♣t ♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ✐s t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝❧❡❛♥
❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✜♥❞✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦❢
❝❧❡❛♥✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝t✱ ❛♠♦✉♥ts ✐♥ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ s✐♠✐❧❛r
♣❛tt❡r♥s ♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♦❢t❡♥ ❤❛s✖
❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ s❡t t❤❡♦r② s❤♦✇s✱ ✐♥ ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ❝♦♥t❡♥t✖❛
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛s♣❡❝t✳ ❍❡r❡ ❜② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
♦♥❧② ♠❡❛♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♣✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤♦✉t ❛ ❜r♦❛❞❡r ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ st❡♣s
♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ♠❛♥✐❢❡st ❛ ♥❡❝❡ss✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r s✐♠✐❧❛r✱ ❢♦r str❡♥❣t❤✱ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❝t ❧✐❦❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ❛
s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞
✇❤❡♥ ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♦❢ ❛
t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♦✉t❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♠❛❦❡
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ s♦♠❡
❛①✐♦♠s✱ ♦r s♦♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡♠✱ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s❤♦✇✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣✉r❡
❢♦r♠ ✇❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ s❡♥t❡♥❝❡✿ t❤❡② s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ♦♥❡ ✜♥❞s ✐♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❝t✐♥❣ ❛s t❤❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r
✐ts s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❜r✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♥❡✇✱ t❛❝✐t❧②
✉s❡❞✱ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❆①✐♦♠ ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✳ ❊✈❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r②✱ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❩❋❈ t♦ r❡❞✉❝❡ ♠❛♥②
❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❢❡✇ ♦♥❡s✳

❚❤❡ r✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢
t❤❡♦r❡♠s ❛❜♦✉t t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡t ♦✉t ❢♦r♠❛❧❧② ✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r❡✲
❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧② ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❜❛s❡✳ ❬▼❛❝ ▲❛♥❡ ✶✾✽✻✱ ✸✺✽❪

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠
❩❋❈✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡❝❡ss✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✐ts ♣r♦♦❢ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t
t♦ ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛①✐♦♠s t❤❛t ❡①t❡♥❞ ❩❋❈ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ str❡t❝❤❡❞ t♦ ✐ts
❧✐♠✐t ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ s❡t t❤❡♦r②✱
✐t ✐s ❤❛r❞❧② r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡✳ ❇✉t ♦✉r ❝❧❛✐♠ ✐s ♥♦t t❤❛t ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s❡t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞✐✛❡r❡♥t



✻✹ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ❛ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❲❤❛t ✇❡ ❛r❣✉❡
✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ s♦♠❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ s❡t
t❤❡♦r② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠✱ ♣r♦✈✐❞✲
✐♥❣ ✐ts ♣r♦♦❢❀ ♥♦t ✇❤② ✐t ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r②✱ s❛② ❣❡♦♠❡tr②
♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥② s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠✱
s✐♥❣✉❧❛r❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ❜✉t t❤❛t s❡t
t❤❡♦r② ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡
❛ t❤❡♦r❡♠✖s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ♣r♦♦❢ t♦ ✇♦r❦✖♦♥❝❡ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❡❛r❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❢♦r♠
♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❑✐t❝❤❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✲
✐♦♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐s ❛ s✉❜t❧❡ ❛♥❞ ❢❛r ❢r♦♠ ❡❛s② t❛s❦✷✽✖
❡✈❡♥ ✐❢ ❑✐t❝❤❡r s❡❡♠s t♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ✈✐❡✇✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛ss❛❣❡
✇❡r❡ ❤❡ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✖❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ❝❧❡❛r❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❣✐✈❡ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞ t❤❛t ❛①✐♦♠s ❛❝t ❛s✖♦r ✐♥st❛♥t✐❛t❡✖❛
❢♦r♠ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✿✷✾ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢

✷✽✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧s♦ ❘❡s♥✐❦ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t❤❛t ❛①✐♦♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛tt❡r♥s✿ ✏❇✉t ■ ♠✉st ❡❧❛❜♦r❛t❡
❛ ❜✐t ♦♥ t❤✐s ❛♥s✇❡r✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♠✐❣❤t r❡♠❛r❦ t❤❛t ■ ❛♠ s❛②✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡
♣r❡♠✐ss❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❡❛❧ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❵✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡✬ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
♦r ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛tt❡r♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣❡rt❛✐♥s✳ ◆♦✇ ■ ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ ♣❡r s❡
✇✐t❤ ❝❛❧❧✐♥❣ s✉❝❤ ♣r❡♠✐ss❡s ✭♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡②
♠✐❣❤t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✮ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s♦ ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡
♣r❡♠✐ss❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥ s♦♠❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s❡♥s❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❝♦♥st✐✲
t✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❚❤✉s ✐t ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t❤❡② ❤❡❧♣ s♣❡❝✐❢②✑
❬❘❡s♥✐❦ ✶✾✾✼✱ ✷✸✼✕✷✸✽❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❛✐♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥✱
✐♥ ❘❡s♥✐❦✬s ✇♦r❦✱ ✐s ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ ❑✐t❝❤❡r✬s ❛♥❞ ♦✉rs✱ ❜✉t ✇❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t♦ t❤❡ ♠♦r❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❞♦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ♣❧❛t♦♥✐❝ ❝♦♥t❡①t ❛s ❘❡s♥✐❦✬s✱
t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ t❡♥❞ t♦ ❝♦❧❧✐❞❡✳ ❲❤❛t ✐s r❡❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡r❡
✐s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ❛ s❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❘❡s♥✐♥❦✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r✐❣♦r♦✉s ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ✉s✳
✷✾✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❑✐t❝❤❡r r❡❥❡❝t❡❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋r✐❡❞♠❛♥ ✐♥ ❬❋r✐❡❞♠❛♥

✶✾✼✹❪✖✇❤♦ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✖s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ✇❤❛t ✇❛s t♦ ❜❡
❛ss✉♠❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✿ ❢♦r ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ✐t ✇❛s t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❑✐t❝❤❡r ✐t ✇❛s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ ❑✐t❝❤❡r ✇♦r❞s✿
✏❋✐♥❛❧❧②✱ ■ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ s❡❡ ✇❤② ❋r✐❡❞♠❛♥✬s t❤❡♦r② ❣♦❡s ✇r♦♥❣✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❤❡ r✐❣❤t❧② ✐♥s✐sts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱
❋r✐❡❞♠❛♥ ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t ✐♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❧❛✇s✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❲❤❛t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ str✐❦✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ✐s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧✇❛②s



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✻✺

t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥❄ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡✈❡♥ ✐❢
✐t s❡❡♠s ❛t ✜rst s✐❣❤t ❛ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦r
♦❢ t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥❄ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ❑✐t❝❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡s✱ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡
❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t ♦❢ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❛ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✲
✐♥❣ ✇❤② s♦♠❡ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ❤♦❧❞✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t
❣♦❛❧ ♦❢ ❛❧❧ s❝✐❡♥❝❡ ✐s t♦ ✉♥✈❡✐❧ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳

❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ✐♥ ♣❛rt ❜② t❤❡ ❞❡s✐r❡ ❢♦r ❡①♣❧❛✲
♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐s t♦ ✜t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐✜❡❞
♣✐❝t✉r❡ ✐♥s♦❢❛r ❛s ✇❡ ❝❛♥✳ ❲❤❛t ❡♠❡r❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳
❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾✱ ✺✵✵❪

❚❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❤❛s ♣r♦❢♦✉♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❑✐t❝❤❡r ✐s
✇❡❧❧ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✳

■♥❞❡❡❞✱ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ✭❢❛✈♦r❡❞ ❜② ▼✐❧❧✱
❍❡♠♣❡❧✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡♠♣✐r✐❝✐sts✮ t❤❛t ❝❛✉s❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✲
r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♥♦t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ■ ❛♠ ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦

✭✷✮ ■❢ F ✐s ❝❛✉s❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ P ✱ t❤❡♥ F ✐s ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
r❡❧❡✈❛♥t t♦ P ✳ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾✱ ✹✾✺❪

❲✐t❤♦✉t ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ s✉✛❡rs ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
✐s ♥♦t ❛ ❝❛✉s❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❡✈❡♥
❛ tr✉❧② ♣❧❛t♦♥✐st✐❝✲♠✐♥❞❡❞ t❤✐♥❦❡r✱ ❧✐❦❡ ●ö❞❡❧✱ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♦♥❧② ❛♥
❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❛❧♠✳

❆s ✇❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❑✐t❝❤❡r ❤❛s ♥❡✈❡r ❢✉❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❬❑✐t❝❤❡r
✶✾✽✾❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❤♦rt✱ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋♦r ❡✈❡♥ ✐♥ ❛r❡❛s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❞♦ ♥♦t
❛♣♣❧②✖s✉❝❤ ❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✖✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡s✱ t♦ ✇✐t✱ ❧❛✇s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ◆❡✇t♦♥✐❛♥ t❤❡♦r② s❡❡♠s t♦ ❝♦♥s✐st ♥♦t ✐♥ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❛✇s ❜② ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✉s❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t②♣❡s ♦❢ ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❞✐✈❡rs❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t♦ ❛ ❢❡✇ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊❛❝❤ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡♠❜♦❞✐❡s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥✿
❢r♦♠ t❤❡ ❧❛✇s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❧❛✇s t❤❛t s♣❡❝✐❢② t❤♦s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❧❛✇s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ s②st❡♠s ♦❢ t❤❛t ❝❧❛ss✑ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✼✻✱ ✷✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ❑✐t❝❤❡r✬s
❝r✐t✐❝✐s♠ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts r❛✐s❡❞ ❜② ▼✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ♣r♦♣♦s❛❧✱ ❤❡♥❝❡
♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t♦ ❛r❣✉❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛①✐♦♠s✖♦r
❧❛✇s✖❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ s♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥✳



✻✻ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞
❛❣❛✐♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ✜t ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡♦r❡♠s ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t st❛rt ❢r♦♠ ♣r❡♠✐s❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❛r❡ ✉♥♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ✐❢ ✇❡ ❡♠♣❧♦②
♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ❢♦r ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❝♦✈❡rs ❜♦t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r
t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡t
♦❢ ❛①✐♦♠s ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣s ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❧❡ss
✉♥✐✜❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛s❡✳ ▲❛st❧②✱ ✇❤❛t ▲❛❣r❛♥❣❡ s❡❡♠s t♦
❤❛✈❡ ❛✐♠❡❞ ❢♦r ✐s t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
s♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞
✜rst ✐♥ ❤✐s ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ♠❡♠♦✐r ❛♥❞ ❧❛t❡r✱ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●❛❧♦✐s✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❛s②♠♠❡tr✐❡s✱ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s st❛♥❞s
t♦ ✐ts ❝r❡❞✐t✳ ❬❑✐t❝❤❡r ✶✾✽✾✱ ✹✸✼❪

❆s ✐t ✐s ❝❧❡❛r✱ ❑✐t❝❦❡r ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡ ❜❛r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♣❛tt❡r♥ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t♦r② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠❛t✐✲
③❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✏■❢ F ✐s ❝❛✉s❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ P ✱ t❤❡♥ F ✐s ❡①♣❧❛♥❛t♦r② r❡❧❡✈❛♥t
t♦ P ✑✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❤♦✇s✱ ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛♥
❡✈❡♥ str♦♥❣❡r t❤❡s✐s✿

✭✷∗✮ F ✐s ❝❛✉s❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ P ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ F ✐s ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
r❡❧❡✈❛♥t t♦ P ✳

❇✉t t❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❢❛❧s❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
✐♥ ♣✉r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡♥ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛①✐♦♠s ❛❝t ❛s ❡①✲
♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛♥
❑✐t❝❦❡r✬s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
♥♦♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❡①t✳

❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✱
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛①✐♦♠s ✐♥ ♣✉r❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s✳ ❲❤❛t ❞✐✛❡rs ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❡①ts ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥s ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛♥ ❛♥s✇❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♥♦t ♣❛rt✐❛❧✱
❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛s❦ ❛♥② ❢✉rt❤❡r
✇❤②✲q✉❡st✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t♦ ♣✉r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
✐♥ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❝♦♥t❡①t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢
✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑✱ ❢♦r ❛ s❡♥t❡♥❝❡ S ❛♥❞ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t A✑✱



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✻✼

❢♦r ❛♥ ❛①✐♦♠ A✳ ❑✐t❝❤❡r ❝❤♦♦s❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑ ❛♣✲
♣❡❛❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s❡♥t❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② t♦ ✇❤✐❝❤
S ❜❡❧♦♥❣s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❝❛♥ ✇♦r❦ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❛s❦ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❧❛✇s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ◆❡✇t♦♥✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❊①♣❧❛♥❛t♦r② ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ♥♦❜♦❞② ✇♦✉❧❞ ❡✈❡r ❛s❦ ✇❤②
✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇ ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t
r❡❛❧✐t② s❡r✈❡s ❛s ❛ ❜❡❞r♦❝❦ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆s ❛
♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ❑✐t❝❤❡r ❞❡❛❧s ♣r♦♣❡r❧② ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❤❡
♣r♦♣♦s❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐ts ❛①✐♦♠s✱ ❜✉t ✇❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s
t❤❡ ❛①✐♦♠s✖❛s ❢❛r ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✖✐❢ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞ ✇❤❡r❡ ❣r♦✉♣s ❡①✐st✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛✉s❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②❄

❇❡❢♦r❡ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
A✑✱ ❢♦r ❛♥ ❛①✐♦♠ A✱ ❧❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑✱ ❢♦r
❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡♥t❡♥❝❡ S✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✇♦r❧❞✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡❞r♦❝❦ ♦❢ r❡❛❧✐t② t❤❛t ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ r✐s❡ ♦❢
♥❡✇ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥s✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦r
✇❡ ❛r❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱✸✵ ❛♥
❛♥s✇❡r t♦ ❛ ✇❤② q✉❡st✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛s❦ ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② s♦♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞✳ ❖♥❧② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❣✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ S✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
t♦ ❛♥② ❡①tr❛✲♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✖✐♥❢♦r♠❛❧✖♣r♦♣❡rt②✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣r♦✉♥❞ ♦✉r
❛♥s✇❡r ♦♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❜✐t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉rs❡✳ ❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤❛t ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✖❛s
✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❑✐t❝❤❡r✬s ❛❝❝♦✉♥t✖❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛①✐♦♠s ❛❝t ❛s ❛r❣✉♠❡♥t
♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍✐❧❜❡rt✬s s✉❣❣❡st✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡st ❛♥s✇❡r t♦ ✏✇❤② ✐s ✐t
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑ ❛♠♦✉♥ts ✐♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ S✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇❤❡♥ ✇❡ r❡✲
str✐❝t ✐t t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡♥t❡♥❝❡ S✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈✲

✸✵✳ ❆s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙t❡✐♥❡r s❡❡♠s t♦ ❞♦ ✐♥ ❬❙t❡✐♥❡r ✶✾✼✽❪✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ❢♦r ❤✐♠ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts t♦ ✇❤✐❝❤ S r❡❢❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ S

t♦ ❜❡ ❋❡r♠❛t✬s ▲❛st ❚❤❡♦r❡♠ ✭❋▲❚✮ ❛♥❞ ❛s❦✿ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❋▲❚✑❄ ❙t❡✐♥❡r✬s
❛♥s✇❡r ✐s t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❋▲❚ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs a, b ❛♥❞ c s✉❝❤ t❤❛t an + bn = cn✳
❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♥s✇❡r r❡❝❛❧❧s ❝❧♦s❡❧② ❛ ❚❛rs❦✐❛♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr✉t❤✿ ✏❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs a, b ❛♥❞ c s✉❝❤ t❤❛t an+bn = cn✑ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N t❤❡r❡
✐s ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs a, b ❛♥❞ c s✉❝❤ t❤❛t an+bn = cn✳ ❍♦✇❡✈❡r s✉❝❤ ❛ ♠♦✈❡✱ ♦♥ ♦♥❡
s✐❞❡✱ ❤✐❞❡s ❛ str♦♥❣ r❡❛❧✐st ♣♦s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✐s t❛✉t♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②✳



✻✽ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

❛❧❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ❛t ❛❧❧✳✸✶ ❇✉t t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ♠✐ss❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛s♣❡❝t ♦❢ ❞♦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ♥♦r✲
♠❛❧❧② s❡❡❦✐♥❣ ❛♥s✇❡rs ❛r❡ ♥♦t ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r② T ✐s ♠❛❞❡ ❡①✲
♣❧✐❝✐t✿ ✐✳❡✳✱ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S ∈ T ✑✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣r❛♥t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❝t ♦❢
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tt❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t S ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ T ✳
❍❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦✉r t❤❡s✐s ✐s t❤❛t ❛ s❡t ♦❢ ❛①✲
✐♦♠s A = {Ai : i ∈ ω} ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r② T ♦♥❧② ✐❢
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ♦❢ ✐ts s❡♥t❡♥❝❡ S

S ∈ T ⇐⇒ ∃n ∈ ω∃Ai0 , . . . , Ain ∈ A s✉❝❤ t❤❛t Ai0 ∧ . . . ∧Ain ⊢ S.

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛s❦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦♥t❡①t✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❤②✲
q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❞❡s❡r✈❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏✇❤② ✐s
✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t S✑ ❜❡❝♦♠❡s ❛ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❡❞✐❣r❡❡ ♦❢
S✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❡✈❡r ✜♥❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❛
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜r♦❛❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛s❦ ✇❤② ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
S ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠✿ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s❡t t❤❡♦r②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t s❡t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s ❛s ❧❛r❣❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ❛♥❞ ▼▼+++ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ S✱ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡
❝❛s❡ t❤❛t S✑✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤② S ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✿
t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t s❡t t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✉♥✐❢②✐♥❣ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t❤❡♥ ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✐ts ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❧❛✐♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❣✐✈❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st
✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ t❤❡♦r② T ✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐③❡❀ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉✲
❧❛t✐✈❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ H(θ)✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❢♦r ❲♦♦❞✐♥✬s ❛♥❞
❱✐❛❧❡✬s r❡s✉❧ts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t A✑✱ ❢♦r ❛♥ ❛①✲
✐♦♠ A✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s✳ ❆♥❞ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t
♦✉r ❣♦❛❧✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥q✉✐r❡ ✐s t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ t✐❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ❛ s♦rt ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ❧✐♥❦s
❛①✐♦♠s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉♥✐❢② ❛ t❤❡♦r②✳ ❖♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
✐❢✲❛♥❞✲♦♥❧②✲✐❢✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✱ s❤♦✇s ❤♦✇ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ S ❜❡❧♦♥❣s t♦ s♦♠❡ t❤❡♦r② T✖t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t S ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s A✳ ❚❤❡♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✲
✐♦♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ T ✱ ❛s ✐t ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❍✐❧❜❡rt✬s

✸✶✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ❛s s♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠s s❤♦✇✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆①✐♦♠ ♦❢ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❲❡❧❧✲♦r❞❡r✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✻✾

❆①✐♦♠ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t
♣r❡s✉♣♣♦s❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ T ❛♥❞ t❤❡♥ ❛s❦s ❢♦r t❤❡ ❛①✐♦♠s t❤❛t
❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ ✐ts t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✉♥✐❢② t❤❡ t❤❡♦r②✖✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❑✐t❝❤❡r✱ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ■❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s
t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐ts ❛①✐♦♠s✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❛①✐♦♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡s❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts
❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r② T ❛♥❞ s♦ ♣r❡s✉♣♣♦s❡
✐ts ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ ♦✉r ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠✲❛s✲❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ t❤✐♥❦
t❤❛t ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛r❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✐♥✿ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❧✐♥❦ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥t❛①
❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❛ t❤❡♦r② T ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✱ ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤② t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ T ✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
✏✇❤② ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t A✑✱ ❢♦r ❛♥ ❛①✐♦♠ A✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐ts ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✖
✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧❡❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r② T ✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ A ❛❝ts ❛s ❛♥ ❛①✐♦♠✖t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ♦✉t❧✐♥❡❞✳

■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t ♦✉r t❤❡s✐s ✐s ♥❡✐t❤❡r t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♠❡s✱ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ t❤r♦✉❣❤ ❛①✐♦♠s✱ ♥♦r t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❛♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛r✲
❣✉♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇❡ ❛r❣✉❡❞✱ t❤❡ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥
❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡
❝❛r❞✐♥❛❧ ❛①✐♦♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② ❑✐t❝❤❡r✬s ♠♦❞❡❧ t♦ s♦♠❡
❛①✐♦♠s ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❛①✐♦♠s✱ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s
✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♥♦r t♦ ♠❛❦❡ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤✐s
❧❛tt❡r ❛s♣❡❝t✱ ✇❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ♥♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳
❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❡ ❢❛✈♦r ❛ ♠♦r❡ ♣❧✉r❛❧✐st
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❛♥❝❡s t❤❛t ❝❛♥
❤❛✈❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❲♦♦❞✐♥✬s ❛♥❞ ❱✐❛❧❡✬s r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❛♥❞ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r② ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❛ t❤❡♦r② T ✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❛r❣✉❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❛t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ s❡t✱ ♥♦r ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✖à ❧❛ ●ö❞❡❧✖✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣✐✈❡ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ◗✉✐t❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛s ✇❡ ❤✐♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
t❤❡ ✈❛❣✉❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ t♦ ❛r❣✉❡ ❢♦r t❤❡ s❡t t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❡ t❤✐♥❦
t❤❛t ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ s❡t t❤❡♦r②✖✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ❵❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✬ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ●ö❞❡❧✿ ✏❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛t ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤✲



✼✵ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✑ ❬▼❡❤❧❜❡r❣ ✶✾✻✵✱ ✽✻❪✖✐s r❡❛❧❧② ❛
❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❧❡❛r❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt
♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✸ ❚♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

❚♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤♦♣❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦
s❤♦✇ t❤❛t s❡t t❤❡♦r②✱ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♥s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐s ❛ ❣♦♦❞ t♦♦❧ ✐♥ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛❧❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✐t ✐s t♦ ❜❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦ ♠✉❝❤ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦❧❡❧② ❧♦❣✐❝❛❧ t♦♦❧s✖t❤❛t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t❤❡ ✈❛st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❛♥❦s t♦
❡q✉✐❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
♦♥❧② ❧♦❣✐❝❛❧✱ ❜✉t ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r❀ ❛♥❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❢♦r♠
♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦♦❢✖❛❜❧❡ t♦ ✉♥✈❡✐❧ ❞❡❡♣
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈✐❡✇ t❤❛t
s❡❡s ❛ ❜✐❣ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❞✉❝❡ ❡✈❡r② ♣✐❡❝❡ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t♦ s❡t t❤❡♦r②✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
✇❡ ❛r❣✉❡❞ ❢♦r ✐s ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧✿ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ t❛❦❡
❛ st❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ s✐♥❣❧❡ ♦✉t t❤❡ tr✉❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r②✱ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡
♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❢r✉✐t❢✉❧ s✉❜❥❡❝t✱ ❜✉t ✐t ❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t❤❛t ❛✐♠s
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢r❡❡ ❛♥❞ ✉♥❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

■♥❞❡❡❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❜❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ s✉❝❤
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ V ✱ ✇❤❡r❡ ♣❧❛t♦♥✐❝✲♠✐♥❞❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❲♦♦❞✐♥✱ ❛r❡ ♦♣♣♦s❡❞ t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs t❤❛t ❤♦❧❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❍❛♠❦✐♥s ❬❍❛♠❦✐♥s ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✲
❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❦❡ ▼❛❣✐❞♦r✬s ✇❤♦ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❛t ✏s♦♠❡ s❡t t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡q✉❛❧
t❤❛♥ ♦t❤❡rs✑✸✷ ♦r✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧✐❦❡ ❙② ❋r✐❡❞♠❛♥ ❛♥❞ ❙❤❛r♦♥ ❙❤❡❧❛❤✱ ✇❤♦ ❛r❣✉❡
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r✳✸✸ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛ ♠✉❧t✐✈❡rs❡ ✈✐❡✇ ♦♥
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❥✉st ❝♦♥❢✉s❡s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ♦❢
s❡t t❤❡♦r② ✇✐t❤ ✐ts ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❛r❝❤
❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧
❞❡♠❛♥❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❞✐sq✉❛❧✐❢②
❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t t❤❡

✸✷✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞r❛❢t ♦❢ ❛ t❛❧❦ t❤❛t ▼❛❣✐❞♦r ❣❛✈❡ ✐♥ ❍❛r✈❛r❞ ✐♥ ✷✵✶✷✳
✸✸✳ ❖♥ t❤✐s t♦♣✐❝ s❡❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❬❋r✐❡❞♠❛♥ ✫ ❆rr✐❣♦♥✐ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ♦❢

❙❤❡❧❛❤ ❬❙❤❡❧❛❤ ✷✵✵✸❪✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✼✶

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ✐♥❢r❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡s ✐s ♠❡❛♥t
t♦ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②s❡s✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ str❡ss t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦t ❝♦♥❢✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉♥✲
❞❛t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ✇✐t❤ ✐ts ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳

✸ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✐❞❡❛s

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥✿ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❛tt✐t✉❞❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡t❡♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛t ❧❡❛st t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛r❡❛s t❤❛t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝✲
t✐✈❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✿ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❛tt✐t✉❞❡s ❛r❡ ♦❢
❝♦✉rs❡ ✇❡❧❧ ✐♥t❡r❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✱ ❜✉t t❤❡②
❛r❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥s
❛❝t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡♠
❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡♠ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜✉t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s s♦♠❡❤♦✇ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❤❛r♣ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❥❡❝ts ❛t ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ s✉❣❣❡st ❛♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♣❤✐❧♦s♦♣❤② ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❜✉t✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦✲
❞✉❝❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥t✐♥♦♠② t❤❛t ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ✇✐t❤ t❤✐s
❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡ss❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✏t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✑ ❛♥❞ ✏♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛✲
t✐♦♥✑ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❡♥t❡r♣r✐s❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ q✉♦t❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜✉t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r
t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s
✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❥✉st ❞❡❧✐♥❡❛t❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❢♦r
✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❣♦❛❧s✱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞✱ s♦♠❡t✐♠❡s✱ ❛❞♠✐tt❡❞❧②✱ tr✉❡ ♣r❡❞✐❧❡❝✲
t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞r❛✇ ❛ ❝❧❡❛r ❧✐♥❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❛♥ ❛✉t❤♦r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❜r♦❛❞ ❡♥t❡r♣r✐s❡✳ ❆s ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐t②✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜♦t❤ st✐♠✉❧❛t❡❞
❜② t❤✐s ✐❞❡❛ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳

✸✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥

❇② ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ t❤❛t s❡❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s st❛♥❝❡ tr✐❡s t♦ ❛♥s✇❡r ❛
q✉❡st✐♦♥ ♦♥ ✇❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛



✼✷ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❦✐♥❞ ❞❡❛❧s ♠♦st❧② ✇✐t❤ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s❀ ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts t♦ s❡ts ✭✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❛ s❡t ✭s❡❡ ❬❇❡♥❛❝❡rr❛❢ ✶✾✻✺❪✮✳
❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❬❑✉♥❡♥ ✶✾✽✵❪✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞
t❡①t❜♦♦❦ ✐♥ s❡t t❤❡♦r②✿

❙❡t t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆❧❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s❡t ❛♥❞
♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ■♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s❡t t❤❡♦r② ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❢❡✇ s✐♠♣❧❡
❛①✐♦♠s ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
❜❛s✐❝ ✏♦❜✈✐♦✉s❧② tr✉❡✑ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❋r♦♠ s✉❝❤ ❛①✐♦♠s✱
❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❬❑✉♥❡♥ ✶✾✽✵✱ ①✐❪

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘✉ss❡❧❧✬s ❧♦❣✐❝✐st ♣r♦✲
❣r❛♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✳

■♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✇✐t❤ ❛
✈✐❡✇ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ✇❤❛t ♣r❡♠✐ss❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡
♣r❡♠✐ss❡s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r❡♠✐ss❡s✳ ✳ ✳ ✳ ❬❚❪❤❡ ❝❤✐❡❢ r❡❛s♦♥ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ ❛♥② t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♠✉st ❛❧✇❛②s
❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞❡❞✉❝❡
♦r❞✐♥❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❬❲❤✐t❡❤❡❛❞ ✫ ❘✉ss❡❧❧ ✶✾✶✵✱ Pr❡❢❛❝❡✱ ✈❪

■♥ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛②✱ ❛❧s♦✱ ❛♥② ❛tt❡♠♣t ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝❛❧ ❞✐s❝♦✉rs❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥❀ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡♥t❡♥❝❡ t♦ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ ❣❛♠❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②
✇✐t❤✐♥ ❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳✸✹ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ✏♦♥ ✇❤❛t t❤❡r❡ ✐s✑ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇❛②s✱
❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ♦r ♥♦t❤✐♥❣✳ ❲❤❛t ✐s ♣❡❝✉❧✐❛r t♦ t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ ✐s
t❤❛t ✐t tr✐❡s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❞✐s❝♦✉rs❡✱ ♦r s❡♥t❡♥❝❡s✱ ♦r tr✉t❤s✱ t♦ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts ♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ s✉❜s✉♠❡ ♦r ✈❛♥✐s❤ ❛♥② ♣❡❝✉❧✐❛r ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳
◆♦t ♦♥❧② t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ tr✐❡s t♦ ✉♥✐❢② ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❤✐♥❣s ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐♥ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛r❡ ❥✉st ❞✐✈❡rs❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❲❤❛t ✐s
❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s t❤❛t s❤❛r❡ t❤✐s ❣♦❛❧ ✐s ❛♥ ❤♦❧✐st✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ ✈✐❡✇
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ t❤❛t s❡❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ t♦ t❡st ✐❢
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♥♦t
♦♥❧② ♦❢ ✐ts ✉♥✐t②✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❛♥

✸✹✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍❛rtr② ❋✐❡❧❞✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✼✸

❛❧✇❛②s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❡♥t❡r♣r✐s❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ s✐♥❣❧❡ ♦✉t✱ ♦♥❝❡ ❛♥❞
❢♦r ❛❧❧✱ t❤❡ ✈❡r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛r❦s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r t♦ ❝♦♥✜♥❡
✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ r✐❣✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ s❡♥s❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❛❧✇❛②s ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❢r❡❡❧② t❤❡ ❤❡❛✈② ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ✐ts
❤✐st♦r②✳ ❙❡❝♦♥❞❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♦r ❛❜♦✉t♥❡ss✱ ❛s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s❡ts✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❬❇❡♥❛❝❡rr❛❢ ✶✾✻✺❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❝❡ ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r✱ ♠❛②❜❡✱ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❇❡♥❛❝❡rr❛❢✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❛❞♠✐t t❤❛t ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s❡ts ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
✇❤✐❝❤ s❡ts ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡ ✐s
❛❧✇❛②s ❛ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❝✉r✐t② t❤❛t s✉rr♦✉♥❞s ❛♥② r❡❞✉❝t✐♦♥✿ ❤♦✇ ❞♦❡s t❤✐s
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❄ ✇❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡
t❤❡ t♦♦❧s ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥❄ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t tr② t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② t❛s❦ ❢♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢✱ ♦❢
❝♦✉rs❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞♠✐t t❤❛t t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❞❡s❡r✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❤❡r❡ ❥✉st t♦ ♦✉t❧✐♥❡
t❤✐s ✈✐❡✇✱ ❝❧❡❛r ✐ts ✇❡❛❦♥❡ss❡s ❛♥❞ ♥♦t tr② t♦ ❞❡❢❡♥❞ ✐t✳

✸✳✷ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✿
✐t ❛✐♠s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐t ✐s ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ✐t tr✐❡s t♦
❛♥s✇❡r ✐s✿ ❲❤② ❝❛♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ t❤❡♦r❡♠❄ ❲❤② ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛ t❤❡♦r②❄ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝❛❧❧✐♥❣ ✐t ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st
✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ✐s t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❆s
❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t
❞♦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s✐sts ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r
t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ ❣r❛♥ts t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ ♦❢ ❛ s❡r✐♦✉s r❡✢❡❝t✐♦♥
♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ♥♦t ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦r t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t
♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣✐❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ❜✉t ✐t
♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ tr②✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s s✉❣❣❡st❡❞
❛s ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐❢♦r♠✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s t♦
❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ✇❤❛t ❝♦♥s✐sts t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s
❛ ♣r♦♦❢✳ ❚♦ q✉❛❧✐❢② s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ❤❛s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ r♦♦ts
♦❢ t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt✬s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳
❘❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ❧❡tt❡r t♦ ❋r❡❣❡✱ ❞❛t❡❞ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✾t❤✱ ✶✽✾✾✱ ✇❤❡♥ ❍✐❧❜❡rt s❛✐❞
t❤❛t ❤❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② ✏t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t✇♦ r✐❣❤t ❛♥❣❧❡s✑ ❬❋r❡❣❡ ✶✾✽✵✱ ✸✽✕✸✾❪✳



✼✹ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ♦❢ ❛ t❤❡♦r②✱ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❋r❡❣❡✬s
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

❇② ✐♥s✐st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❣❛♣s ✇❡
s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ ❧✐❣❤t ❡✈❡r② ❛①✐♦♠✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❤②♣♦t❤❡s✐s
♦r ✇❤❛t❡✈❡r ❡❧s❡ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❝❛❧❧ ✐t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣r♦♦❢ r❡sts❀ ✐♥ t❤✐s
✇❛② ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❥✉❞❣✐♥❣ t❤❡ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❬❋r❡❣❡ ✶✽✾✸✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥❪

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤❡r❡ ✇❤❛t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐s ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✐ts ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r②✱ ❛s ❢♦r ❍✐❧❜❡rt✱ ♦r ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♦♥✱ st❡♣ ❜② st❡♣✱ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ ✐♥ ❋r❡❣❡✬s ♣r♦♣♦s❛❧✳ ❚❤❡♥
t❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ ❛r❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛①✐♦♠s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ✐♥ t❤❡ t♦♦❧s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢
❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s
♥♦t❤✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦♠❡ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♥♦r t♦
t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦rt ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥❣s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲✐t❤ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡
✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥
✇❡ st♦♣ ❛s❦✐♥❣ ✇❤②✲q✉❡st✐♦♥s✳

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛✉s❡ ❤❡r❡ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❞✐❣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
r♦❧❡ t❤❛t ❧♦❣✐❝ ♣❧❛②s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s❀ ❛♥❞ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡
t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇❤② ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛♠♣✐♦♥s
♦❢ ❧♦❣✐❝✐s♠✱ ❋r❡❣❡ ❛♥❞ ❘✉ss❡❧❧✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠② ✇❡ ❛r❡
♣r♦♣♦s✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✐t ✐s t❤❡ t✇♦❢♦❧❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❧❞
❛♥❞ ✈❡♥❡r❛❜❧❡ tr❛❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ▲❡✐❜♥✐③✱ t❤❛t ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s
❧♦❣✐❝✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛s ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s r❛t✐♦❝✐♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛s♣❡❝t str❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧♦❣✐❝ ✐s ❛
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢♦r♠❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❜✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❋r❡❣❡✬s ✇♦r❦ ❜✉t t❤❡
♣❛ss❛❣❡ q✉♦t❡❞ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❤✐s ❇❡❣r✐✛ss❝❤r✐❢t ✿
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛ r✐❣♦r♦✉s ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❋r❡❣❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧♦❣✐❝
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡❞✱ ❤❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐s
❛s♣❡❝t ✇❛s t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡✳✸✺ ❍♦✇❡✈❡r ❘✉ss❡❧❧ ❣♦❡s ♠✉❝❤ ❢✉rt❤❡r ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐s ❛♥❞ ❤❡ s❛②s ♥♦t ♦♥❧② t❤❛t ❧♦❣✐❝
✐s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✱ ❜✉t t❤❛t
❡✈❡r② ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤✐❧❡ ❋r❡❣❡
❤❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈✐❡✇ ❛❜♦✉t ❧♦❣✐❝ ❜✉t ❤❡ t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t

✸✺✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❙❝❤rö❞❡r✬s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❋r❡❣❡✬s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦
t❡♥❞❡❞ ♠♦st❧② t♦✇❛r❞s ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s r❛t✐♦❝✐♥❛t♦r✳ ❙❡❡ ❬P❡❝❦❤❛✉s ✷✵✵✹❪ ❢♦r t❤✐s ❞❡❜❛t❡✳



❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ✼✺

✇❛s r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛♥② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❘✉ss❡❧❧
s❡❡s ✐♥ ✐ts ✇♦r❦ ❛ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❞✉❝t✐✈❡ st❛♥❝❡✳

✸✳✷✳✶ ❙✐♥❣❧❡ t❤❡♦r② ✈s✳ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s

❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ q✉♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥✲
❞❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❡①t✲❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✇♦r❦s ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❤❡♦r② ♥❡❡❞s ❛
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞ ❍✐❧❜❡rt✬s ✇♦r❦ ✇❛s ♦♥
❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤❡r❡❛s ❋r❡❣❡✬s ✇❛s ♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❜✉t ❛❧s♦ ✇❤② ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✐t ❛s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ♦r ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✿ ✇❤❡♥ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱
✐t r❛✐s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② t❤❛t
✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❡r❡ ✐♥ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ ✇❤❛t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s✱ ❤♦✇ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ✐t ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡✳ ❊✈❡♥
✐❢ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t❛s❦s
♦❢ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❇♦t❤
❋r❡❣❡ ❛♥❞ ❍✐❧❜❡rt ❤❛❞ t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝②✿
t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡❧✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧♠ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
❞✐s❝❛r❞❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss
❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥s♦❧✈❛❜❧❡ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱
t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢❡❡❧ t♦ ❤❛✈❡ str♦♥❣ ✐♥t✉✐t✐♦♥s
❛❜♦✉t ✐ts s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r✱ ❝❛♥ r✐s❡ ❞❡❡♣ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❣❡♦♠❡tr② ♦r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♥t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✿ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝✐t② ♣r♦♦❢ ❧✐❦❡ ❍✐❧❜❡rt✬s ❢♦r ❛♥❛❧②t✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♦r t❤❡
♦♥❡ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✉s✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r P❡❛♥♦ ❛①✲
✐♦♠s✳ ▲❡❛✈✐♥❣ ❛s✐❞❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝✐t② ♣r♦♦❢✱
✇❡ ❥✉st ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❡✈❡♥
s✉❝❤ r❡s✉❧ts✱ ❛s ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❩❡r♠❡❧♦ ❛♥❞ ❋r❛❡♥❦❡❧✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ❩❋❈✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❩❡r♠❡❧♦✬s t❤❡♦r❡♠ ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐✲❝❛t❡❣♦r✐❝✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡s ♦❢ s❡t t❤❡♦r② ❬❩❡r♠❡❧♦ ✶✾✸✵❪✳

❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ❡♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✖❛s t❤❡ s❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱
❛s ❢♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ♥♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱
❛s ❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦♣♦s❡
❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ✐t✳ ❖r✱ t♦ ♣✉t ✐t ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤② ✇❡
❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❛✐❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛❜♦✉t✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡t t❤❡♦r②✱ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡t ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛



✼✻ ●✐♦r❣✐♦ ❱❡♥t✉r✐

♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s s♦✉❣❤t✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡✱ ✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t♦ ❞✐s❝✉ss ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡
✇❤❡r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❢❡❡❧ t♦ ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ♠❛r❦
❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ▲❡t
✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✇❤❛t ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
t♦♦❧s t❤❛t tr❛♥s❝❡♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱
❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋❡r♠❛t✬s ▲❛st ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❥✉st s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r P❡❛♥♦ ❛①✐♦♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜① t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s
s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥✖❛♥❞ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ s❡❡♥✖❛s ❛♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛❝❝✐❞❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞
✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛♥② r❡❧❡✈❛♥t ♥✉♠❜❡r✲
t❤❡♦r❡t✐❝ st❛t❡♠❡♥t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✳
❚❤✐s ❜❡❧✐❡❢ ✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t
❛❧❧♦✇ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠✑ ✐♥
♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡✱ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱
t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❛r❡
♣r♦♣♦s✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡✈❡♥ ❣r❛♥t❡❞ t❤✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ t❤❡r❡
✐s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❛s t♦♦❧s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡
❢♦r♠❡r ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ♥✉♠❜❡r
t❤❡♦r② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P❡❛♥♦ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
t❤❡ ✏♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✑✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✖♦r ❛①✐♦♠s✖✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ✐♥ ✐ts ♣r♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥
✇❤② ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠✐st❛❦❡ t♦ ❝♦♥❢✉s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤② ✇❡ ❝❛♥
♣r♦✈❡ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ ❛
t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳✸✻

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤✐s ♣♦✐♥t
✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ✐❞❡❛ ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ s✉❜❥❡❝t
♠❛tt❡r ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s✳ ◗✉✐t❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❣✉❡ ❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉♦✉s
✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ✐t✱ ✇❤❡♥❝❡ s♣r✐♥❣ ♦✉r ❢❡❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r❡❡
✐♥ ✐ts ♣❛t❤s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s
❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ s❤❛♣✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❜❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❢♦✉♥❞❛✲
t✐♦♥s ❢♦r ✐t✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢❛❝ts ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r
✐♥ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s✉♣♣♦s❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡✐r
s✉❜❥❡❝t ♠❛tt❡r✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤♦♣❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❧❡❛r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❛✐♠s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❛r❣✉❡ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ ❢r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲

✸✻✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❜❡t✇❡❡♥
❋r❡❣❡ ❛♥❞ ❍✐❧❜❡rt ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ✐s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ❛s
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